Calculo delimites

Limiteslaterales
Aproximacion a un pto. por defecto (izq.), por exceso (der.)
Para que exista limite tienen que existir limites laterales y que tanto € limite en €
punto como los laterales sean igual a un nimero gque no sea infinito.

Indeterminaciones: 0/0, ¥/¥ ,0-¥ ,1¥,0°, ¥° ¥-¥
1. Funciones racionales ; g(x)/g(x) = 0/0 6 ¥ /¥

0/0 Se hace € cociente de polinomios.
¥ [¥ Sedivide por € X de mayor grado.

2. Funcionesirracionales; g(x)/g(x) = 0/0 0 ¥ /¥
Multiplicamos por €l conjugado de laraiz arribay abajo

3. L"Hopital, se derivaen €l numerador y en el denominador alavez.

4. 0- ¥ Setransformaen e primer o segundo caso. Ejemplo :

. f(x)

i
|

Limf(x)eg(x) =i o_bien
i im0

1. 1 0°,¥°p (108™)

1
Si d limite tiende anfinito se hace por el nimero e e= |_jm(1+ f(x))7®
x® ¥

Donde F(x) tiende a 0.

Si tiende a K se hace por Logaritmos neperianos
Limun(Ln.x)* =Ln.k P L imxe Ln(Ln.x) = Ln.k

x® 0 x® 0
1/ x
. Ln(Ln.x) . LNnx : - x° . -1 :
Lnk = LTI - - . X)) =0
nk=Lim ¥ Lém%(z LIty = LMy = Lime)

Ln.k=0b & =kb k=1

2. ¥ - ¥ Multiplicando y dividiendo por su conjugado

Comparacion de Infinitos: Logon<n<n®<k"<n!<n"



ww _
Temal: Sucesiones

Es una aplicacion de los nimeros naturales sobre los reales.

Sucesion acotada:" nT N b $cl R/a £c

Una serie converge cuando su limite existe, sera divergente cuando su limite sea+ ¥.

Toda sucesion convergente estd acotada y el valor de convergencia es la cota.

Carécter de una sucesion :
Convergente : s € limite del termino general esfinito
Divergente: s el limite del termino general es + o - infinito
Oscilante : s carece de limite (no es ninguna de las anteriores)

MONOTONIA "nl NP a, >a_ :creciente
"nl NP a, <a, : decreciente

Si no se verifican estas dos condiciones son oscilantes
Para estudiar su monotonia

i >1pb Creciente 1 >0b creciente
[
"nT NP 6:*1'<1I:> Decreciente a, - a,,1<0P decreciente
"4 =1p Iguales [ =op iguales

Para calcular los limites podemos utilizar todo menos L "Hopital.
Comparacion deinfinitos: Logon<n<n®<K"<n!<n"

Criteriode STOLZ (bueno para eiminar factoriales o términos infinitos con relacion)
1

a, a -a, 1 . am,, Obwa-by
Lim—™ = Lim—"—"* Y Lima., = Limg—2+
ne® ¥ b ne® ¥ b bn 1 ne® ¥ ne¥e a, g
Solo s secumple: {by} esmondtona creciente con Lim{b.} =+ ¥ [0)

{b.} esmonotonacrecientey lim{a,} =Lim{b.,} =0.

Comparacién con otras sucesiones
Dado a, En & que no sabemosLima,, Sihayunb,>=g,ene qued Limb,=K vy
también Hay un ¢, <= a, en €l que € Lim ¢, = K entoncestambién & Lim a, esK.

Teorema: Sean a, y b, dos sucesiones de nimeros reales tales que a, > 0 paratodo n
perteneciente alos nimeros reales

L(é@a =1 . 1 .

. n . A, 0%ar .

Si: y Entonces Limg—"*=+ =Lima,
n

ne¥d a g
Limb, =0 o Limb, = :

n® ¥ n® ¥

Fle




$ Tema2: Series

Dada la sucesion {a,} la serie formada por los términos de dicha sucesidn se representa
como : a a,Yy corresponde ala suma de todos los términos de la sucesion.

Caracter deuna serie.
n Convergente : Cuando la suma es un nimero real.
N Divergente : Cuando lasumada + o - infinito.
N Oscilante : Cuando no es ninguna de las anteriores.

Sumadeunaseriegeométrica. S,=a+art+af+a’ + ...+ at +a" + a™
|R| < 1 Serie convergente
R £ -1 Serie oscilante Suma =
R3 1 Seriedivergente

Propiedades generales de las series numéricas
1. & a,= S entoncesa K a,=K S Solo s k esne real digtinto de 0
Si & a, esdivergente no podemos saber nada.

2. Al suprimir afiadir o modificar un nimero finito de términos de una serie el carécter
de una serie no se modifica, s bien cuando la serie sea convergente la suma puede
serse alterada.

Condicion necesaria parala convergencia: Sea: a a, Calculamos: L(;r¥nan =k
n

Si k =0 laserie converge o diverge (Continuar €l problema)
Sik1 0 laseriediverge (Fin del problema)

Conver gencia de series con solo tér minos positivos

A.Teorema 1:Toda serie de términos positivos es convergente o divergente, pero
nunca oscilante.

B. Teorema 2: Alterando arbitrariamente € orden de los términos, descomponiendo
arbitrariamente cada uno de los sumandos, no se atera el carécter de la serie, ni varia
Su suma.

1. Criterio de Cauchy o dela Raiz. Calculamos: L(;r¥nn a, =k

Si k < 1 laserie converge (Fin)
Si k > 1 laserie diverge (Fin)
Si k = 1 no sabemos (Continuar)
Funcionacon : ()", ()*®
a
2. Criteriode D’ Alembert o del cociente. Calculamos : L(;Epa—” =k
" n-1
Si k < 1 laserie converge (Fin)
Si k > 1 laserie diverge (Fin)



a, 0
+=kK
a9

3. Criterio de Raabe. Calculamos: L|mn81-

Si k < 1 laserie diverge (Fin).
Si k > 1 la serie converge (Fin).
Si k = 1 no sabemos (Continuar).
Funciona cuando €l criterio de laraiz o € cociente sale 1

Log§ 2

4. Criterio dd Logaritmo. Calculamos: Lim—————=
ne¥  log(n)

Si k < 1 laserie diverge (Fin).
Si k > 1 la serie converge (Fin).
Si k = 1 no sabemos (Continuar).
Nota: El logaritmo puede estar en cuaquier base.
5. Criterio de comparacion. Sea: & a, £ a b,
Si & a, diverge entonces a b, diverge.
Si & b, converge entonces & &, converge.
6. Criterio de comparacion por paso al limite.

2 . o . a
Buscamos €l caracter de a a, y sabemos €l caracter de a b,. Entonces : '-(; Eénb—”
n

Skl 0yk? - entonces ambas series tienen el mismo carécter.
Sik=0ysd & b, converge entonces a a, converge.
Sik=-yd a b, diverge entonces & a, diverge.
Series de comparacion
S. Geométrica: a+ar +ar’+ar+..+ar
N Si|r| < 1 serie convergente
N Si|r|3 1 seriedivergente
S. Arménicagenera : 1/(17)+ 1/(2°) + 1/(3°) +....+1/(n°)
N S p > 1 serie convergente
N S p£ 1 seriedivergente

n

‘| ktO0
7. Criteriode Prinsheim : Calculamos: L|m n*a, = kque cumpla| y
Tk < 2y

Si a > 1 laserie converge
Sia £ 1laseriediverge
Nota: Criterio de comparacion con la serie arménica general camuflado



Conver gencia de series con tér minos cualesquier a

A.Sea: d a,. Estudiamos: a |a|y & a,
Si & [a] converge (sus términos son positivos) decimos que & a, converge
absolutamente y que, por lo tanto, converge (Fin)
Si & |ay| diverge entonces puede ocurrir que:
a a, converge. Se dice que la serie converge condicionalmente.
a a, diverge. La serie es incondicionalmente divergente.
B. En toda serie absolutamente convergente se puede alterar arbitrariamente el orden de
los términos sin que altere su suma.
C. En toda serie es absolutamente convergente que tenga valores positivos y negativos la
serie de términos positivos y la serie de términos negativos seran convergentes por
Separado.

1. Teorema de Lelbniz: una serie alternada es convergente s se cumple las siguientes
condiciones :
Es monétona decreciente en valores absolutos y
El limite en € infinito esO (Lima, = 0)
2. Criterio de Dirichet (Para series alternadas) Dado & a,= & by, ¢,
a a, converge s se cumplen las siguientes condiciones, de no cumplirse es divergente :
Si b, esta totalmente acotada y
{ ¢} unasucesion mondtona decreciente que convergen en 0
3. Criteriode Abel. Dado & a,=a b, c,, entoncesa a,converges :
a b, de nimeros reales, converge.
{c.} esunasucesion mondtona decreciente y acotada.

Operaciones con series

1. Dadas & a,y & b, convergentes de sumas ay b respectivamente entonces se verifica
que: a a, * b, estambién convergentey su sumaes: a+ b.

2. Sealaserie & p, formada por :
Ph= abhta@but+tab+. . +tabs+a b +a b
La serie asi definida en la que & & y @ b, son convergentes y una a menos es
absolutamente convergente, en ese caso laserie & p, es convergentey su sumaes a-b.



& Tema 3 : Funcionesde variablereal.

Funcion real devariable real
Funcion creciente en e intervalo | cumple: " x,x' 1 1,x<x P f(x) £ f(x)
Funcion decreciente en el intervalo | cumple: " x,x' 1 1, x<x P f(x)3 f(x)
Si sugtituimos el £y € 3 por <y > |o hacemos estrictamente.
Funcion es monétona creciente o decreciente si 1o es paratodo R.
Funcion es par s : f(x) = f(-x)
Funcion esimpar s : f(x) = -f(-X)
Funcién es periddica s : f(x) = f(x + na) (Donde n esun n° entero y a es el periodo)

Limite deuna funcién en un punto
Suponemos 'y = f(x) diremos que L(i)m f (x) = L cuando al aproximar lax

indefinidamente & valor a la funcion se aproxima indefinidamente a valor |.
lx_@I*DT FOOT LK) dondeal | L+e
Lim f(x)=L L

X® a
-e

. L
" e>0%d>0/0<|x- d<db |f(¥)- U<e "xI |

ad a atd

Limiteslaterales
Dada una funcion f(x) se dice que tiene limite por la derecha del punto ay se

representa como : r'}—@'g[‘ f(x)=1L,
"e>0,%$d>0/0<x- a<db ‘f(x)- L1‘<e "x1 |

Condicién necesaria y suficiente para gque f(x) tenga limite en a es que existan los
limites por la derecha e izquierda 'y que coincidan.

Célculo de limites (infinitesmos e infinitos)
Se dice que f(x) es un infinitesimo en x = a s se comporta la funcion de la misma
manera que otra en dicho punto. Tabla de infinitesmos :

Lim sen(x) = Lim tg(x) = Lim x

n® 0 n® 0 n® 0

Lim arcotg(x) = Lim arcsen(x) = Lim X
n® 0 n® 0 n® 0

2
. I ¢
Iﬁérp (1- cos(x)) = Lim =

n® 0

Lim e = Lim (1+x)
n® 0 n® 0

Lim L(1+x) = Lim X

n® 0 n® 0
Se en todas estas funciones se puede sustituir f(x) por x, mientras que f(x)
tiendaaO.

RegladeL’'Hopital ParaQ/0y ¥ /¥



Continuidad
f(x) es continuaen pe pto x = as secumple :

"e>0,$d>0/0<|x- d<db |f(x)- f(a)<e

Es condicidn necesaria y suficiente para que sea continua en un punto que
Lim f(x)=f(a@
®a

f(x) es continua en un intervalo | s es continua en todos los puntos de ese intervalo.

Discontinuidad (Tipos)
1. Discontinuidad evitable : Si f(X) no esta definida en el punto (x=a) o € limite de
la funcién cuando tiende a (a) no esigua alafuncidon en dicho punto.
2. Discontinuidad de 12 especie: Si en € punto existen los limites laterales pero no
coinciden.
3. Discontinuidad de 22 especie : Cuando alguno de los limites laterales 0 no existen
0 son infinitos.



(}f)Tenu16:[x¥hﬁﬂﬂHdad

Dado y = f(x) en un intervalo | se define la derivada de f(x) representado como

f'(x) como: F'(x,) = Lm& : f(X +h)- f(x,)

h®0 h

Si este limite existe dlremos que lafuncién es derivable
TEHOREMA : Toda funcién derivable en x = xo es continua en dicho punto (Ojo

a contrario jjjj NO 1)

Tabla dederivadas

dadasu, v = f(x) y k, m, a= constantes

PRIMITIVAS DERIVADAS PRIMITIVAS DERIVADA!
y=k y =0 y=tg(u) y' =u/cos’u
y =u (1+tg

y=k-u y =k-u y = sec (U) y' = sec(u) - tg(u
y=u+v y =u +V y = cosec( U) y' =-cosec(u)-cotg
y=u-v y=u - -v+u-Vv y =cotg(u) y = -U/sen
y' =u -(1+cot

_u _uwv- wVv y =arcsen (u) . u
y_V y= V2 y= 1- UZ
y=u" y=m-u".u y = arccos( U) -
y= >

1-u

yzQ/U y _ y=arctg(u) ,_u
nyu T

y=+u y'=U y = arccotg( u ) - u
y=Lu y'=u y =senh(u) y' =cosh( u)

u
y=Igau u 1u y=cosh(u) y' = senh (u)
y=Le—=——
u Lau

y=a' y =d-La-u y = tgh (u) ou
Y cosh?u

y=u" y'=u’ (V' Lu+v u'/u) y = argcosh(u) . u

y:

u*-1

y=sen(u) y =cos(u) - u y = argsenn(u) y'= u
Vi+Uu?

y =cos(u) =-sen(u) - u y = argtgh(u) o u
T

Derivadas laterales
Sea f(x) una funcion definida en un intervalo abierto y sea X, un punto generico de

este intervalo, llamamos derivada en X, por laderecha o izquierday se representa :

DAr |la AAarAnlhha AA v

DAr laisrniiiArAaAa AA vy



f(X0+h)- f(xo) ' — 1 f(xo' h)' f(xo)
h F-(XO)_IHJDT' - h

Es condicién necesaria y suficiente para que exista derivada en un punto que
existan derivadas laterales y que coincidan.

" (0 = i

Casos en los que no hay derivada:

- Punto anguloso : Ambas derivadas existen y son finitas, pero no coinciden.
Punto de Inversién : Ambas derivadas laterales son + o - con € mismo signo a
lavez.

Punto deretroceso : Si son infinito pero con signo distinto.

Derivada de la funcion inver sa
= f(X) que cumple que es derivable en X, y ademas que f’ (xo) no es cero
entonces cumple :

‘ 1
Que lafuncion inversaf™ (y) definidacomo : f '(y,) = )

0
Es derivable en xo, de hecho son continuas en €l mismo intervalo

Derivada de funciones paramétricas
Cuando no se puede despgiar o es muy complicado, y respecto de x se hace la
derivacion implicita. Pasos :
1- Sederivacon x y cony independiente, pero las que derivemos con 'y
ponemos dy/dx.
2- Agrupo en un lado los términos con dy/dx
3- Dgjo solo € dy/dx y lo demas o paso dividiendo.

Derivadas sucesivas
Para calcular esto de lo que se trata es derivar sucesivamente pero se puede
utilizar Leibniz
Dado u=1(x),v = g(x) dos funciones que admiten derivadas sucesivas.

amo O &eno
(uev)?" =u® +8 Qutm l-v+82 u" ey +8 UM ey L. e lE’u'-v‘”'l+u-\,

RECOMENDACIONES:
Si tienes una funcion racional se tiene que descomponer primero, de no tener
nada en el numerador se trabaja mucho mejor con subiéndolo todo de la
siguiente forma: 1/x = x ™.
Se suele pasar todo a sen 0 cos, sumandole p/2



( Tema 7 :Seriesde potencias

Se llama serie potencial a una serie funcional de laforma agtagx+ax+...+ax"™+....
En toda serie entera existe un cierto valor tal que la serie converge paratodo x existente
paraun cierto vaor. " x| (- R R), paracalcular este intervalo se utilizan los criterios de

Dalembert o del cociente, Cauchy o de laraiz

Desarrollo en seriede Taylor
X=a

(x - a)+%(x- a)’+...... n)(‘5‘)( S a) '+

De&rrolloenserledeMcLaurln Esigual que Tailor peroconx =0
(0, , ") . f(0) .
f(x)="f(a)+ 1 o) X +...... +TX+ .....
Resto de Lagrange un polinomio de Taylor degradon :
— fn+l)(z) n+l
= ey X0 @

F(x) = f(a) +—2 (a)

Serie Bindmica
( ) 20 D |, rango convergencia
1+Xx _1+81_X+82_X +83_X +84_X +o +8nBX -1.1]

Operaciones con seriesde potencias Dado f(x) =& a, X" yg(x) =a b, X"
flk-2) =& a, k" 2" f(x) =& a, k™
f(x) £ g(x) =& (&= by) X" f(x) - 9(x) = (@ & x") (& b X))
Estas operaciones pueden cambiar €l intervalo de convergencia.
Si esuna sumad intervalo eslaunién de los intervalos.

%zl- (X- 1)+ (x-D>- (x- D>+ (x- D*-..+-D"(x- )" 0<x<?2
Inx =(x-1)- (x-21)2 + (X'31)3 - (X'41)4 G 1)n+lr(lx' 2l 0<XE?2
et ‘1+X+);_2|+?T+Z_‘:+""+X?n| -00<x<00
sen(x) = X - ?T+§ X77|+ ((213]n+i;+ll -00< x <00
cos(x) = 1-%2' Z_T%T ((12);)|2n -00<x<00
ar cot g(x) = x - %3+X€5 X—77 ( ;)r::lnﬂ -l1EXEL
arsen(x) =x+ 2)(.33 + 21: j)f; + 21:2: ?f; +...+ (;i?;l;i D -l1EXEL
(L5 =14 focs KK DX kK= D(k- 2% K(k- (k- 2(k- 3¢ ooy

2! 3 4!



% Tema 8 :Representacion Gr afica de funciones

1. Dominio (estudiar las siguientes funciones probleméticas)

a) Racionaes: F(x) =P(x) / Q(X) Entonces D =R - { Puntosque Q(x) =0}
b) Raices: F(x) = P(x)* Entonces D ={ x/P(x) >=0}

¢) Logaritmos: F(x) = Log P(x) EntoncesD ={ x/P(x) >0}

2. Puntosdecortecon ges(x ey)
Corteconge X : 0=F(x) Puntos (X' ,0)
CortecongeY :y=F0) Puntos (0,Y)

3. Signo
El signo que toma la funcion para determinados valores, hay que estudiarlo entre los
puntos raros del dominio y entre los puntos de corte del gje X

4. Simetrias
PAR (Respecto del ge X) : F(X) = F(-x)
IMPAR (Respecto del origen) : F(x) = -F(-x)

5. Periodicidad

6. Asintotas

Verticales: Se calcula @ limite de la funciéon cuando tiende a puntos raros en los
gue no existe funciény s da + O - infinito es una asintota.
Horizontales : Se calcula s € limite de la funcién cuando tiende a infinito o menos
infinito da un nimero finito, en ese caso hay asintota en dicho nimero.
Ohblicuas : (Solo pueden existir s no hay horizontales, paralos dos lados)

Secaculam=LimFXx)/x y n=LimFX) - mx

Si se puede calcular todo la asintotaestdeny = mx +n

7. Crecimiento y decrecimiento
F (x) > 0 Crece F (x) <0 Decrece
También se puede estudiar esto a partir de minimos, maximos y asintotas.

8. Ma&ximosy minimos

Hacer F (x) b) F(x) =0 (Despgo x) ¢) Hacer F’(X)
S F’(Xo) >0Esunminimo  (lacurvaesta por encima)
Si F’(Xo) < 0 Esun maximo (la curva esté por debgjo)

9. Puntosdeinflexion
F’(x) = 0 (Despgar x) b) Cacular F' (X)
Si F’’(Xo) = 0 No hay inflexion
Si F’’ (Xo) <> Hay un punto de inflexién

10.Concavidad y convexidad
F’(x) > 0 Céncavo (V) F’(x) < 0 Convexo ()

MNaAanAveida



Cuadro deintegralesinmediatas

Odx=x+c Oldx=u+c
n+l u'

Of udx =——+c O—dx=Lu+c
n+1 u

Ol e'dx=¢e"+c

an

O adx =
O La

O sen(u)dx = - cos(u) +c

O/ cos(u)dx = sen(u) +c

LS '(1+tg®(u))dx = tg(u) + ¢ C\)ixﬁz""mse”(“)+C
OCOSZ u - g -4 1- u?
. udx J udx

Ose?u = (' (1+cot g®(u))dx = - cot g(u) +c

OHT =arctg(u) +c

'sh(u) = ch(u) +c

O/'ch(u) = sh(u) +c¢

. udx

=argsh(u) +c
O ~ 795

0O— U =argch(u)+c
vu?-1

\

u'dx
Oﬁ =argth(u) +c

Sustituciones recomendadas

Funcién Cambio calculos
OR(x,€")dx L ; dx=%
OR(x, Lx)dx Lx=t |x=€¢ ;dx=¢€dt
OR(x, arctg(x))dx aretgx) =t x=tg(t) ;dx= Co(;IE X
OR(x, arcsen(x))dx | &CeN(x) = | x =sen(t) ; dx = cos(t) ot

t
OR(x, arccos(x))dx | &CC0S(X) = | X =cos(t) ; dx = -sen(t) dit
t
OR(x, argth(x))dx agihx) =t x=th(t) ;dx= cszx
OR(x, argsh(x))dx | a9sh() =t|x=sh() ;dx=ch(t) dt
OR(x, argch(x))dx argch(x) =t|{x=ch(t) ;dx=gsh(t)dt

Sustituciones en integrales de funciones trigonométricas
circulares

Siesimpar en SEN | cosx=t |

- dt




Siesimpar enCOS | senx =t dt
X P X = arcsen(t); dx = ; cog(X) =+/1- t?
V1- t?

Siespar en SENy tgx=t 3 . _odt
en COS X = arctg(t) ; dx = ER

1 t

coy(x) = sen(x) =
() Toc (x) e

Si no es ninguno de X _ o 2dt 2
los casos anteriores ; tg§ =t |Xx=2acg(t) ; dx=m ()=
CAMBIO 1- 12
GENERAL cos(x) = 1412

Sustituciones en integrales de funciones hiperbdlicas

Siesi SH X hx=t t
esimpar en X =t argoh(t): dx = —— sh(x) =17 - 1
Vt?-1
Siesi CHX| shx=t t
Ssimparen X=U = argsh(t): dx = —3— - ch(x) =t +1
V1+t?
SiesparenSHyen| thx=t dt
CH x = argch(t) ; dx:1+t2 ; sen(x) = cos(x) = T
Si no es ninguno de X 2dt 2t
los casos anteriores:| th— =t |X=2a&0th(t) ; dx="—7 ; sh(x)=—7 :
CAMBIO 2 1412
GENERAL Cos(X) =2

Formula deintegracion por partes

ou-dv = u-v-&v-du




Varios

Funciones Hiperbdlicas

X X X X

- ) + "

senh(x) = = 2e cosh(x) = = 2e senh?(x) - cosh?(x) =1

argigh(x) =13

senh(x)'= cosh(x) cosh(x)'= senh(x) ii Ojo Sin Signo !!
Binomio de Newton

& ano a5 emod emo a5

+b)"=c_a™+c_ -a™b+c_-a™b*+.... .+ —a’b™? + ab™! +¢c =b"

(a+b)" =gz vg A" brg 2 Sm- 2520 e 52 S

Ecuaciones de la recta

m = pendiente ; Por la derivada 6 con dos puntos m = (Xo-X1) / (Yo - Y1)
(Xo0,Yo0) = €S un punto

Ecuacion tangente = (y - Yo) = M (X - Xg)

Ecuacion tangente = (Y - Yo) = (1/m) (X - Xo)

- Combinatoria

s m _ el B
gna—m Propledades.goa—ly 0l=1
ww_@mo e
&ng_ &m- ng &ng &n-1z & n &

Reglas de los logaritmos (En cualquier base)
Log.b=c U &=b

loga-b=1loga+logb

loga/lb=loga-logb

loga®=bloga

log ¥/a=1/bloga



Trigonometria p =180° = p Rad X
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Relaciones ¢estudiarlas? ? ? ?
Complementaria: sen( p/2 - x) = cosx ; COS (p/2-xX) = sen X
Suplementarios: sen( p-x ) =-senx ; COS(p - X) =-CcoS X
Opuestos: sen-x =-senx ; COS -X = COS X
Relacién fundamental sen’x + cos’x =1
Dividiéndola por sen’x 1 + cotg® = cosec™x
Dividiéndola por cos’x tg’x + 1 = sec’
Transformaciones al angulo mitad
2tga
sen2a=2sena- cosa cos2a=cos” a- sera tg2a= éza

Transformaciones al angulo doble

sené— 1- cosx cosﬁ— 1+ cosx 0> = 1- cosx
27V 2 27V 2 92 T\ 1+ cosx

Transformaciones en suma
sen(a £ b) = senacosbm senbcosa
tga+tgb
Imtgatghb
Transformaciones en producto
a+tb a-b
sena+senb=2sen———cos——
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a-b

a+b
cosa + cosb = ZcosT cosT

tg(axb) =

cos(a = b) = cosacosbmsenasenb

a+b a-b
sena- senb=2cos——sen——
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a+b a-b
cosa- cosb=-2sen——sen
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