INTRO. CONSTRUC. DE CURVAS

Una funcién, por si misma, no ofrece lainformacion necesaria para dibujar su gréfica
con un minimo de exactitud.

La derivada va a ser la herramienta mas potente a la hora de dar forma ala
representacion grafica de unafuncion. Ella determinaré con toda fidelidad el
crecimiento, decrecimiento, maximos, minimos y puntos de inflexion; conceptos que
seran definidos en el desarrollo del tema.

Ante una funcién cualquiera f(x) puede averiguarse facilmente, con un minimo analisis, cual
es su dominio de definicion (donde esta y dénde no esta definida). Este conocimiento
obliga, al representar la funcidn en un sistema de ejes cartesianos, a centrar la atencion en
los puntos del eje de abscisas donde esta definida.

El primer matematico del que se tenga constancia que representd graficamente una funcion
fue un profesor de la Universidad de Paris, Nicole Oresme (1323-1382), quien mediante un
par de rectas perpendiculares dibujo la grafica de un movimiento uniformemente acelerado,
de forma similar a como se hace en nuestros dias. No obstante, la mayor aportacién que
hizo Oresme a la matemética fue la definicién de potencias de exponentes fraccionarios y
operaciones con ellas.

La representacion grafica de una funcién aporta mucha mas informacion que la simple
definicion de la funcion, por cuanto nos permite visualizar la variacion de la variable
dependiente, y, con respecto a la variable independiente, x; es decir, cuando la funcién es
creciente o decreciente, cuando se alcanza el punto maximo o el minimo, entre otros
muchos aspectos.

Aunque la palabra curva puede tener varios significados, en lo que sigue, se debe entender
como la representacion gréfica de una funcién en un sistema de ejes cartesianos, es decir,
la representacion de todos los puntos de la forma (x,f(x)). Como, en general, este conjunto
de puntos es infinito, no se podran sefializar uno a uno, por lo que habra que conformarse
con una aproximacion que, por otro lado, sera tanto mejor cuanta méas informacién se tenga
del comportamiento de la curva, que podra ser muy variable. Por esto es necesario
distinguir y analizar los distintos casos que se pueden presentar.

FUNC. CREC. Y DECREC. DE INTER.

L= - Una funcion es creciente en un intervalo [a,b] si al tomar dos puntos cualesquiera del
mismo, x] Yy x2, con la condicion x] £ x2, se verifica que

f(x1 ) <f(x2).

Se dice estrictamente creciente si de x] < x2 se deduce que f(x]) < f(x2).

L= - Una funcion es decreciente en un intervalo [a,b] si para cualesquiera puntos del
intervalo, x] y X2, que cumplan x] £ x2, entonces f(x] ) 3 f(x2 ).



Siempre que de x] < x2 se deduzca f(x] ) > f(x2 ), la funcion se dice estrictamente
decreciente.

FUNC. CREC. Y DECREC. EN PUNTO

L5 - Una funcion es creciente en un punto a si existe un intervalo abierto
(- ¢ a+e), £:0 cumpliéndose:

f(x) £f(a) si x pertenece a(a-¢e a)y
f(x) 3 f(a) si x pertenece a (a, a + €).

L= - Andlogamente, una funcion es decreciente en un punto a si existe un intervalo abierto
(a-e a+e) enelque

f(x) 3 f(a) si x pertenece a(a-¢e a)y
f(x) £ f(a) si x pertenece a (a, a + €).

La definicion de funcion estrictamente creciente o decreciente en un punto se obtiene sin
mas que sustituir el simbolo £ por <y el 3 por el >.

Es preciso diferenciar el significado de funcién creciente o decreciente en un intervalo del
de funcion creciente o decreciente en un punto.

Ejemplo: estudio del crecimiento y decrecimiento de una funcién

A Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funciony = x2 en los puntos

1
L)
2

Resolucién:

+ Lafunciény = x2 es estrictamente creciente en el intervalo [0, +¥) puesto que si
W Ko, >q2 < x%

. . 1
Es estrictarmente creciente en x =

E.
Por otro lado, es estrictamente decreciente en (-¥, 0] ya que en este intervalo (al ser

ndmeros negativos), si X3 < x4 b x32 > x42 (por ejemplo, -7 <-3y (-7)2 > (-3)2 ). Es
estrictamente decreciente en x = 0.

+ Notese cémo en x = 0 la funcion no es creciente ni decreciente. A la izquierda de este
punto es decreciente y a la derecha es creciente.



Como pone de manifiesto este ejemplo, toda funcion creciente en un intervalo
(respectivamente decreciente) es creciente (respectivamente decreciente) en todo punto de
ese intervalo.

Reciprocamente, toda funcién estrictamente creciente (respectivamente decreciente) en
todo punto de un intervalo, es creciente (respectivamente decreciente) en todo el intervalo.

MAXIM. Y MINIM. DE UNA FUNCION

Dada una funcion f(x), se dice que tiene un maximo relativo en un punto de abscisa a, si
existe un intervalo (a - e, a + €) en el que f(x) < f(a) para cualquier punto x perteneciente a
(a - e a+e). El maximo es entonces el punto (a, f(a)) de la curva.

La funcién f(x) tiene un minimo relativo en un punto b si hay un intervalo (b - d, b + d) en el

que f(x) > f(b) para cualquier punto x perteneciente a (b - d, b + d). EI minimo es entonces el
punto (b, f(b)) de la curva.

A los méximos y minimos de una funcién se les da el nombre comin de extremos relativos
0 simplemente extremos.

Es claro, como se ve en la grafica, que una funcién puede tener mas de un maximoy
més de un minimo.

Consecuencias

1. La tangente a una curva en cualquiera de sus extremos es paralela al eje de abscisas,
por lo que el angulo que forma con dicho eje es de cero grados.

En consecuencia, la pendiente de dichas tangentes (tg 0°) es cero. Como estas pendientes
coinciden con las derivadas de la funcién en los puntos de abscisa correspondientes, se
deduce inmediatamente que f'(a) =0y f'(b) = 0, si en ay b existe un maximo o un minimo.

2. De lo anterior se desprende que los extremos relativos de una funcion deben buscarse
entre los valores que hacen cierta la igualdad f'(x) = 0.

No obstante, aln no se dispone de ningln método que permita determinar si las soluciones
de la ecuacion f'(x) = 0 son maximos, minimos, o ni lo uno ni lo otro.

Todas estas consideraciones tienen sentido si la funcion es derivable en los extremos
relativos, condicion que, como ya se sabe y muestra la figura, no siempre se da.

Asi, en el punto (a,f(a)) hay un minimo relativo pero la funcién no es derivable en el punto
a; por tanto, no existe f'(a).

Ejercicio: determinacion de posibles puntos extremos



A ¢, Qué puntos de la funcién f(x) = 2x2 - 3 pueden ser extremos relativos?

Resolucién:

Los posibles extremos relativos de la funcion f(x) = 2x2 - 3 se obtienen al resolver la
ecuacion

f'(x) = 2 - 2x = 0, de donde necesariamente x = 0
AUn asi no se puede asegurar si en este punto hay maximo, minimo o ni lo uno ni lo otro.

Desde luego, si hay extremo relativo éste se encuentra en el punto de abscisa x = 0 que
corresponde al punto (0,- 3).

PROP. DE LAS FUNC. DERIVABLES

Primera propiedad
Si una funcion f(x) tiene derivada positiva en un punto a, la funcién es estrictamente
creciente en ese punto.

Demostracion:

f'{a) = him w » 0, para i suficientemente pequef o

B0
Sih >0, forzosamente f(a + h) - f(a) > 0, o lo que es lo mismo, f(a + h) > f(a).

Sih<0,f(a+ h)-f(a) <0, de donde f(a + h) < f(a), lo que prueba que la funcién es
creciente en el punto a.

Sequnda propiedad
Si una funcion f(x) tiene derivada negativa en un punto a, la funcién es estrictamente
decreciente en ese punto.

Demostracion:

Se razona de forma analoga al caso anterior.

fla+h) - f(a)
h

Fara un & suficientemente pequefio, el cociente es negativo, can

loquef(a+h)-f(a)<Oparah>0® f(a+h)<f(a)parah>0,y
fla+h)-fla)>0parah<0® f(a+ h)>f(a) parah<0

Todo esto prueba que la funcién f(x) es estrictamente decreciente en a.

Ejercicio: estudio del crecimiento y decrecimiento de una funcién
A Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion y = f(x) = 2x3 - 5x2 en los puntos
de abscisaly 2.



Resolucién:

* Se deriva f(x): f'(x) = 6x2 - 10x
' f'(1)=6-12-10-1:6-1o=-4<o_

La funcién es estrictamente decreciente en x = 1.

 F(2)=6.22-10.2=24-20=4>0

La funcién es estrictamente creciente en x = 2.

Tercera propiedad
Si una funcién tiene un maximo o un minimo relativo en un punto a y existe f'(a),
necesariamente f'(a) = 0.

Demostracion:

- Si f'(a) fuese positivo, la funcion seria estrictamente creciente en a, cosa que no puede
ocurrir al haber en a un extremo.

- Si f'(a) fuese negativo, la funcion seria estrictamente decreciente en a, lo que contradice
el hecho de existir a en un extremo.

+ En consecuencia, si existe f'(a), ha de ser f'(a) = 0.

Asi pues, queda confirmado que los extremos de una funcién hay que buscarlos entre los
valores que resuelvan la ecuacion f'(x) = 0. Sin embargo, una funcién puede tener derivada
nula en un punto y no poseer extremo relativo en ese punto.

Ejercicio: estudio de los puntos en los que la derivada de una funcion se
anula

A ¢En qué puntos se anula la derivada de la funcion f(x) = x3? ¢Son extremos relativos?

Resolucién:

flx) =" — Fix) = 37
Fix)=3x" =0=x=0,p=0

En el punto (0,0) no hay extremo relativo como facilmente se observa en la gréafica.

Cuarta propiedad
Si f(x) es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en el abierto (a,b)
con derivada cero en todos los puntos de [a,b], entonces la funcién es constante.




Sin que esto pueda considerarse como una demostracion rigurosa, obsérvese que si la
derivada es cero en todos los puntos, esto significa que en cada punto de la curva, la
tangente es paralela al eje X, lo cual quiere decir que la grafica de la funcién es una recta
paralela al eje de abscisas.

La funcién es de laforma f(x) = C = cte.

Quinta propiedad

Si dos funciones f(x) y g(x) son continuas en el intervalo cerrado [a,b] y tienen la misma
derivada en todos los puntos del intervalo abierto (a,b), las funciones f(x) y g(x) se
diferencian en una constante.

Demostracion:
+ Se considera la nueva funcion h(x) = f(x) - g(x).
+ Derivando, h'(x) = f'(x) - g'(x) = 0, puesto que f'(x) = g'(x).

* Por la propiedad anterior, h(x) = f(x) - g(x) = C = cte.

DERIV. SUCESIVAS DE UNA FUNC.

Hasta ahora se sabe que los candidatos a extremos proceden de las soluciones de la
ecuacion f'(x) = 0. Falta por determinar cuando una de estas soluciones es un maximo, un
minimo o no es un extremo. Previamente se necesita dominar un nuevo concepto.
Definicion:

Dada una funcion f(x), se sabe calcular su derivada f'(x) (derivada primera).

Si ahora se vuelve a derivar f'(x), se obtiene la derivada segunda y se simboliza por f'(x). Si
se vuelve a derivar esta funcién se tiene la derivada tercera, f"'(x), y asi sucesivamente.

En general, la derivada de orden n de una funcién f(x), se llama derivada n-ésima y se

1
simboliza por fn (%).
Ejercicio: calculo de derivadas sucesivas

A Calcular la derivada tercera de la funcion f(x) = 6x3 - 7x2 + 5.

Resolucién:
- f(x) = 18x2 - 14x
- f'(x) = 36x - 14

- f(x) = 36

DET. MAXIM. DE UNA FUNCION



De las definiciones y resultados obtenidos se derivan tres métodos para la determinacion
de los extremos de una funcion.

1. Analisis de la funcion a derecha e izquierda de cada posible extremo

Si aes un punto en el que f'(a) = 0, se toma un ndmero h suficientemente pequefio y se
calculan los valores f(a + h) y f(a - h):

L= a) Si los dos son menores que f(a), hay un maximo en a.
L5 b) Si ambos son mayores que f(a), en a hay un minimo.
L=/ c) Si uno de ellos es mayor que f(a) y el otro menor, no hay extremo.

Ejercicio: determinacion de los extremos de una funcion

A Encontrar los extremos de la funcion y= x2.

Resolucién:

* Puesto que la ecuacién y' = 2x = 0 tiene como solucién x = 0, de haber algin extremo
éste se encuentra en el punto (0,0).

®*Tomanda por ejempla, & :%

5 B4 8 B4
Por tanto en el punto (0,0) hay un minimo.

f[n+l]=i>fm;|=n, yf[[l—l]=1—>f|[0]|=[l

C Hallar, si existen, los extremos de la funciény = x3.

Resolucién:

* La solucion de y' = 3x2 =0esx=0

®Tomando b = %

f[tn%]:[15]3:éwmjznw[n—ﬂ:—éwmjzn

Se concluye que la funcién y = f(x) = x3 no tiene extremos relativos.

2. Andlisis de la derivada a derecha e izquierda del posible extremo

Si a es un punto en el que f'(a) = 0, eligiendo un nimero h préximo a cero, puede
ocurrir:

a) Sif'(a- h) es negativo y f'(a + h) es positivo,en a hay un minimo.



Obsérvese que a la izquierda de un minimo las tangentes a la curva tienen pendiente
negativa y a la derecha tienen pendiente positiva.

b) Si f'(a - h) es positivo y f'(a + h) es negativo,en a hay un maximo.
La explicacién de este criterio se obtiene mediante un razonamiento analogo al anterior.

c) Sif(a-h)yf(a+ h)tienen el mismo signo,positivo o negativo, no hay extremo en el
punto a.

Ejercicio: determinacion de extremos

I Determinar los extremos de la funcidn y = f{x) =

"

Resolucién:
- Por la féormula de la derivada de un cociente,

SO 120 L 2% g
T 0P

Puesto que una fraccion es cero cuando su numerador es cero,

2x=0—=x=0

+ Para un h suficientemente pequefio (ya sin especificar como en el caso anterior):

! T ).
frio-m=i-m=——_=>0
(1+ #2)
(el numerador y el denominador son positivos).
2h
Frio+sR=1in=——=<0
(1+ #2)

(numerador y denominador tienen signos distintos).

+ Se observa que la derivada pasa, en un entorno del punto de abcisa 0, de ser positiva a
ser negativa. Se deduce, pues, que en este punto hay un maximo relativo.

Como parax =0, y = 1, el maximo de esta funcién esta en el punto (0,1).

3. Andlisis de la derivada segunda
Si f(x) es una funcién derivable en un entornode a, (a-e a+ € yf'(a) =0,

a) Sif"(a) > 0, la funcién tiene un minimo en a.
b) Si f'(a) < 0, la funcién tiene un maximo en a.



Demostracion:

a) Por ser f'(a) > 0, la funcion f'(x) es estrictamente creciente en a (primera propiedad de
funciones derivables).

For definicidn, £'(x) < f'(a) =0 para cualquier x de (a- & &), v

F'ix)» f'{a) =0 para cualquier x de (&, a + £)
Def'(x)<0en (a-e a)se deduce (por la segunda propiedad de funciones derivables)
que la funcién f(x) es estrictamente decreciente en cada punto de (a - € a), es decir, es
estrictamente decreciente en (a - e a). Por tanto,

flx) > f(8) para todo x de (- & &)

Andlogamente, y por la misma razon, de £'(x) >0 en (&, &+ £) se infiere que la
funcidn f(x) es estrictarmente creciente en (&, &+ £1. En consecuencia,

F(x) > f(&) para todo x de (a, &+ £).
| fix) > flalenfa-g aly

flx)>fia)enia a+z)
lo que quiere decir que en a hay un minimo relativo.

};*» flx) > fia) para todo xde (a- g, a+ 2,

b) Se probaria analogamente al caso a).
Ejercicio: calculo de maximos y minimos

A Determinar los maximos y minimos de la funcién y = f(x) = 2x3 + 3x2 - 12x

Resolucion:
+ Se calculay'y se iguala a cero, y' = 6x2 +6x-12=0
* La ecuacion 6x2 + 6x - 12 = O tiene por raices 1y - 2.

+ Se calcula la segunda derivada f'(x) = 12x + 6
Parax=1,f"(1)=12+6=18>0. Enx =1, (1,-7), hay un minimo.
Parax=-2,f"(-2)=12(-2)+ 6=-18<0. Enx = - 2, (-2,20), hay un maximo.
C Dibujar la gréfica de la funcion

1
T+x

f(x) = ——

Resolucién:



+ Para cualquier valor de x, el denominador 1 + x2 > 0, es decir, no se anula. Por tanto, la
funcién esta definida para todo nimero real x. Dicho de otra forma, su dominio de definicién
es toda la recta real.

+ La funcion es siempre positiva cualquiera que sea el valor de x, por tanto su gréfica
guedara por encima del eje de abscisas.

+ Posee, segun se ha estudiado ya, un méaximo en el punto (0,1).

F2)=f(-2) = %; . en general,

basta estudiar la gréfica en el primer cuadrante, dibujar la curva y completar su trazado en
el segundo cuadrante por simetria con respecto al primero.

1

®*yando x o Y O porlo que en elinfinito la curva tiende a unirse
+
al eje de abscisas (aunque nunca la toca).
*Sixx0y'= L}{z <0, porlo gue la funcidn es decreciente en [EI, + mj.
(1+:7)

Six <0,y >0y lafuncion es creciente en (-¥, 0].

Con todos estos datos el trazado aproximado de la curva es:

La grafica de la funcidny = con los datos de que se disponia, muy bien

T+x2 "

podria haberse dibujado de cualquiera de estas formas.

Esto pone de manifiesto que se necesita mas informacién para representar con mayor
exactitud una curva.

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

L= - Una funcion f(x) no lineal se dice que es convexa en un intervalo si f* (x) 3 0 en todo
punto de dicho intervalo. Por la primera propiedad de las funciones derivables, esto
significa que f'(x) es una funcién creciente en ese intervalo. Basta recordar el significado de
la derivada para concluir que las pendientes de las tangentes a la curva en los puntos de
abscisa del citado intervalo aumentan segln se avanza de izquierda a derecha, por el gje
de abscisas.

Es claro que en una funcién convexa las tangentes a la curva quedan por debajo de ésta.

* Una funcién f(x) se dice que es concava en un intervalo si f* (x) £ 0 en todo punto de
él. Por la segunda propiedad de las funciones derivables, es tanto como decir que la




funcién f'(x) es decreciente, o lo que es equivalente, las pendientes de las tangentes a la
curva disminuyen al recorrer de izquierda a derecha los puntos de abscisa del intervalo
considerado.

En una tal funcidn las tangentes a la curva quedan por encima de ésta.

L5 - La gréfica de una funcién f(x) tiene un punto de inflexién en un punto de abscisa a, si
en el punto (a,f(a)) la curva pasa de ser concava a convexa o viceversa.

¢..Cémo se encuentran los puntos de inflexién?

Puesto que una funcion es convexa cuando f* (x) 3 0y concava si f" (x) £ 0, y el punto de
inflexion separa una concavidad de una convexidad, en él la segunda derivada, si existe,
necesariamente ha de ser nula. Por tanto, si en a hay un punto de inflexion, f'(a) = 0.

Sin embargo, hay puntos en los que la derivada segunda es cero sin que existan puntos de
inflexion en ellos.

Determinacién de puntos de inflexién
1.° Los posibles puntos de inflexién de una funcion f(x) deben buscarse entre las soluciones
de la ecuacion f'(x) = 0.

£= 2.° Si a es una de estas soluciones, hay que comprobar que separa un tramo de curva
concavo de otro convexo; para ello se toma un nimero h suficientemente pequefio y se
comprueba que f"(a + h) y f*(a - h) tienen signos distintos, todo lo cual indica que a un lado
de a la curva es convexay al otro concava.

3.9 Por el contrario, si f*(a + h) y f'(a - h) tienen el mismo signo, la curva es totalmente
concava o totalmente convexa en un entorno de a y prueba la no existencia de puntos de
inflexion.

La tangente a una curva en un punto de inflexién corta a ésta, ya que en la parte concava

la tangente queda por encima, mientras que en la convexa queda por debajo de la curva.

Ejemplo: calculo de puntos de inflexion

Resolucién:

-2
2)2

®Y g se calculd F'(x) =
1+

of 10 - 201+ 5+ 2 21+ %) 2 _ Bx® -2 2(3 - 1)

1+ 2" 127 (107




* Igualando a cero la segunda derivada y teniendo en cuenta que una fraccion es cero
cuando su numerador es cero,

2352 - =0=3x"-1=0= x° :%+x: * %

+ Puesto que el denominador es positivo, f'(x) es positivo cuando el numerador sea
positivo, y negativo si el numerador es negativo.

sustituyendo x par \g + h,
T ¥ 1 24 B

2 |3 \ﬁm -1 =2 3[—+—+h2]—1 =2{—+3h2]>ﬂ
3 3.5 3

r
For tanto, £ £+ ] >0y lafuncion esconvexa ala derecha de \'g
L

®Analogamente, sustituyenda x par g - h,

2
2 S[E—h] —1‘ =2 IS[%—%+h2]—1l=2fﬂh—2J§j<D

pues parah<1,3h<3y 23 = 3,46, por lo que 3h - 23 <0

FPor cansiguiente, {''(,f1/3 - #) <0 y la funcidn es cancava a la izquierda de f1/3.

®Haciendo un estudio parecido para - g se comprueba que la funcidn es

convexa alaizguierda de - E y cancava a la derecha de —J;:

Con estos datos se puede dibujar la curva con suficiente precision.

ASINTOTAS

Dado un punto en el plano de coordenadas (x,y), su distancia al origen de coordenadas

) : i . .y f 2
viene dado, sin mas que aplicar el teorema de Pitagoras, por 2+ ¥



: . f 2 .
Six 0y o ambos a la vez se hacen muy grandes, el numero &+ ¥ se hace también

f 2
muy grande. Dicho en términos mas precisos, si X 0 y 0 ambos tienden a infinito, &+ ¥
tiende a infinito, lo cual indica que la distancia de dicho punto al origen de coordenadas se
hace infinito.

Definicion:

Una curva tiene como asintota una recta, si la distancia de un punto P de la curva a la recta
tiende a cero cuando el punto P se aleja indefinidamente del origen de coordenadas
recorriendo la curva. En otros términos, puede decirse que una asintota es una tangente a
la curva en el infinito.

Asintotas paralelas al eje Y o verticales

Cuando fim f(x) = + = |3 asintota viene dada por la ecuacidn x = &
o

Determinacion de asintotas paralelas al eje Y
Se determinan igualando el denominador de la funcion a cero y resolviendo la ecuacion.

Si la funcién no viene expresada mediante una fraccién, hay que estudiar cuando

lir %) = £ =
a3

Forejemplo, en fix) = inx, liminx = -« = x=0es5 una asintota vertical.
x—=0

Asintotas paralelas al eje X u horizontales

i dim f(x) =& (un ndmero), la asintota viene dada por y = &
Kt

Asintotas generales u oblicuas
Son aquellas asintotas que no son paralelas a ninguno de los ejes.

Aungue no se justificara el calculo, la ecuacion de una asintota oblicua se obtiene como
sigue:

Si la ecuacién de una asintota oblicua es y = mx + b,

m= lim it} b= lim [F(x) - rox]
w—won N —y o

Sim = 0, la asintota resulta ser una asintota horizontal.

Ejercicio: calculo de asintotas

Resolucién:



+ Se iguala el denominador a cero:
¥-1=0—=x=1 x=1es una asintota.

*Si0<xCT1, ) <0, y, portanto, fwm flx) = - =

1"

®Six 1, P00y, N flx) = e

x—1t
®stdemas s 1.

L= Por tanto, cuando x es positivo y tiende a +¥ 0 es negativo y tiende a -¥, la ordenada

® .
= 71 se aproxima mucho a 1.
v

CONSTRUCCION DE CURVAS

El dominio de definicién de una funcidn; su crecimiento y decrecimiento; el calculo de
maximos, minimos y puntos de inflexion; el estudio de concavidad y convexidad y el
hallazgo de posibles asintotas, permiten construir con tanta precisiéon como se desee
innumerables curvas.

A los apartados anteriores conviene afiadir el estudio de posibles simetrias que, cuando
existan, simplificaran notablemente las construcciones de curvas.

Simetrias
L£= - Una funcion se dice que es par si f(x) = f(- x).

Estas funciones son simétricas respecto al eje de ordenadas. Basta, pues, dibujar la curva
situada a la derecha de este eje y complementarla a la izquierda por simetria.

>on funciones pares i = %, I = L ¥ = cos x, etc.
1+ 3

L£5 + Una funcion f(x) es impar si f(- x) = - f(x).

Las gréficas de estas funciones tienen al origen de coordenadas por centro de simetria. La
mas caracteristica de estas funciones es f(x) = x3. En efecto,

- X) = (%3 = - x3 = - f(x).

Pasos a sequir en la construccién de una curva
1. Dominio de definicion de la funcion.

2. Simetrias.

3. Puntos de corte con los ejes.




4. Asintotas.

5. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

6. Maximos y minimos.

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

Ejercicio: representacion de curvas

Resolucién:

1. Dominio de definicion
La funcién esta definida para todo valor de x excepto para x = 5, que anula al denominador.
En consecuencia, la recta x = 5 es una asintota vertical.

Lasraicesdex2 -5x+4=0son1ly4, porloquex2 -5x+4=(x-1) (x-4).

(%=1 (x-4)
x-5
Esdecir, ¥ >0 en (5, + =)

Asi, ¥ = . Esta fraccidn es positiva para cualquier x > 4.

a) Six > 1y x< 4, tanto el numerador como el denominador son negativos, por lo que en
este intervalo, (1, 4),y > 0.

b) Si x < 1, el numerador es positivo y el denominador es negativo.
For tanto, ¥ <0 en {- =1

c) Six>4yx<5, el numerador es positivo y el denominador negativo. En consecuencia, y
<0en(4,5).

Para x = 1y x = 4 el numerador se anula y, en consecuencia, y = 0. Asi, la curva pasa por
los puntos (1,0) y (4,0).

Se pueden delimitar ya las zonas por las que pasa la curva:

2. Simetria

La funcién no es par ni impar:

(-x +E(-:) + 4 _ xF +Ex+ 4
-x-5 C -x-F
Fl—x= )y Fl=x) = —F(x)

F(-3) =

3. Puntos de corte de los ejes

Los puntos de la curva que cortan al eje Y tienen abscisa cero, luego imponiendo

x =0, y sustituyendo en la expresidn de v, ¥ = —%. La curva pasa pur[[l, —%]



Analogamente, los puntos de la curva situados sobre el eje X tienen ordenada cero
(y = 0). En el apartado anterior se obtuvieron los puntos (1,0) y (4,0).

4. Asintotas

Ya se conoce la asintota vertical calculada en el primer apartado: x = 5.

2
xS -fx+d . . .
Puesto que fimm —————— = =, no tiene asintotas harizontales,
K0 x¥-5

Asintota oblicua:
fix) %% -Bx+d

X %2 - Bx

f X% -Ex+d
Paortanto, = N () = lim l 5 i
e X x—e wt Oy

1
=_=1
1

x2—5x+4_

b= lim [f(x) - ] = J'."m[ —E

A= A=

1-x]= hen iﬂ]

x—so X -0

En consecuencia, la asintota oblicuaesy=mx+b=1.x+0=x® y=x.

5. Intervalos de crecimiento y decrecimiento

2_
Derivando la funcidn por la fdrmula del cociente, 1'= L}{;m
(x-5]
Como las rafces de x2 -10x+21=0s0n7 y 3, 1'= w
[ -5]

Al ser el denominador de esta fraccion positivo, para cualquier valor de x, basta estudiar la
variacion de los signos en el numerador.

a)Six>7, (x-7)(x-3)>0. Eneste caso y' > 0y la funcién es creciente
en (7, +¥).

b) Six>3yx<7,(x-7)(x-3)<0; entonces y' <0y lafuncion es decreciente.
cl Six <3, el numerador es positivo, ' >0 v la funcidn es creciente en (- =3
6. Maximos y minimos

Six=7-h,y'<0. Six=7+h,y >0, luego la derivada de la funcién en el punto 7 pasa
de negativa a positiva por lo que en x = 7 hay un minimo.

De la misma forma, six=3-h,y'<0; six=3+h,y' <0, loque indica que en
X = 3 hay un maximo, ya que la derivada en dicho punto pasa de positiva a negativa.

72-5.7+4

Parax =7, f71= =t

=3 el minimo es (7 9.



L5 Para x = 3, f(3) = 1; el maximo es (3,1)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

Los posibles puntos de inflexion se obtienen de las soluciones de la ecuacion

y una fraccion es cero cuando su numerador es cero.

Puesto que el numerador es 8 y no puede valer nunca cero, la anterior ecuacion no tiene
solucion y la curva no tiene puntos de inflexion.

Six>5, (x- 5)3 es positivo y, por consiguiente,
' (x>0 en (5,+ =)

y la curva es, en este intervalo, convexa.

Por el contrario, six <5, (X - 5)3 es negativo y

%) <0 en (- =5
La funcién es concava en el intervalo (5,+ <)

Teniendo en cuenta todos estos resultados, la gréfica de la funcion es:

C Dibujar la gréfica de la funcion y = f(x) = 2x3 - 3x2

Resolucion:
1. Dominio de definicion
Esta funcion esta definida para todo valor de x.

2. Simetrias

No es una funcién par ni impar, pues f(- x) = 2(- x)3 - 3(- x)2 =- 2x3 - 3x2
Fl—x= )y Fl=x) = —F(x)

3. Puntos de corte con los ejes
y= x2(2x - 3).

Siy=0, x2(2x - 3) = 0, obteniéndose como soluciones x =0y x = 3/2.
La curva pasa por los puntos (0,0) y (3/2,0).
Six =0,y =0, punto que ya se tenia.



4. Asintotas
Al no tener denominador no tiene asintotas verticales.

Puesto que, fm f(x)= lim (2){2 - 3x) = =, notiene asintotas horizontales.
Ko Hrm

- fix : . ] . .
Iirm fix) firm [2X2 - 3x) = =, notiene asintotas oblicuas, pues no se obtiene
o N — oo

ningun valor de la pendiente.

5. Crecimiento y decrecimiento

y'=f(x) = 6x2 - 6x = 6X(X - 1)

Six>1,y' >0y lafuncion es creciente ® creciente en (1, ¥).
Six>0perox<1,y <0ylafuncién es decreciente ® decreciente en (0, 1).
For dltimo, six <0, ¥'> 0y la funcion es creciente — creciente en (- =0).

6. Maximos y minimos
Resolviendo la ecuacion f'(x) = 6x(x - 1) = 0, se obtienen como soluciones x =0y x = 1.

La derivada segunda es f'(x) = 12x - 6.

f'(0) = - 6 < 0 por lo que en x = 0 hay un maximo.
f'(1)=12-1-6=6>0yenx=1hay un minimo.
Parax =0,y =1(0) =0, y el maximo es (0,0).

Parax=1,y=f(1)=2- 13 -3 12 =-1; el minimo es (1,- 1).

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

Igualando a cero la segunda derivada, f'(x) = 12x - 6 = 0, se obtiene la solucion
1

XZE.

Hay que comprobar si es 0 no punto de inflexion.

;r"[%Jrh]:*]g [%+ ]—E=E+12h—5=12h>ﬂ[h>ﬂj

;F"[%— ]=12 [%— ]—E=E—12h—5= -126<0 (h>0)

Coma la derivada segunda es positiva a la derecha de 15 y negativa a la izquierda,

1

= 5 hay un punto de inflexian.

1 Y I I R . . T 1
Parax—i,y—;‘{z] 2 3 2.Elpuntude inflexidn ES[E, 2]

Puesto que f'(x) = 12x - 6 = 6(2x - 1), f"(x) es positiva si lo es 2x - 1 y negativa cuando lo
sea 2x - 1.



2x-1es positivo para x > % Fortanto, =i x>%, (%) >0 ylafuncidn es convexa.

L 1 .
2x-1es negativo siempre gue x < 5 En este caso F'(x)< 0 y la curva es cdncava.

L5 Después de este estudio puede dibujarse la curva.

E Dibujar la grafica de la funcién y = f(x) = (x + 2) (x - 1)2
Resolucion

1. Dominio de definicion

La funcién esta definida para todo valor de x.

2. Simetrias
Hx)= (x+2) (x-1)2 = (x+2) (X2 +2x+ 1) =-x3 + 3x + 2
) = (x + 2) (X2 - 2+ 1) = X3 - 3x + 2

-f(x)=-x3 +3x-2
f(x) * f(-x). La curva no es par. f(-x) * -f(x). La curva no es impatr.

3. Puntos de corte con los ejes

Six=0,y=(0+2)(0- 1)2 = 2. La curva pasa por el punto (0,2).

=-Z
Siy=00=(x+2) |:;=<—1]|2 :-]i_1 La curva pasa par (- 2 0) vy por (1,0).

4. Asintotas
No tiene asintotas verticales.

Como M flx)= =y  fm flx) = -+ nohay asintotas horizontales.

Koo Ky —oo
Cfx) . -3kl , .
I Q = lim ————— = =; no hay asintotas ohlicuas.
Mo K H—pee b

5. Crecimiento y decrecimiento

y'=3x2 -3=3(x2 -1)
Para que y' > 0 debe ser x2 -1>0
Para que y' < 0 debe ser x2 -1<0



1
Six2—1>lil, oloqueeslo mismn,x2>1:~{i<_1

La curca es creciente en (-« ,-T vy en [1,+ =]
-1<x

x4
La curva es decreciente en (-1,1).

Six2—1<lil=*~x2<1=;-{

6. Maximos y minimos

Fix)=3x" —3=0=3 =3=x’ = 1= x =21

f'(x) = 6x.

Six=1,f(1)=6-1=6>0, hay un minimo en el punto (1, 0).
Six=-1,f'(-1)=6- (- 1) = - 6 <0, hay un maximo en el punto (-1, 4).

7. Concavidad y convexidad

£ = B i) =Bx>0, six >0 La funcidn es convexa en ([0,+ =)
00 =Bx <0, six <0 La funcidn es cincava en (- = 0)

8. Puntos de inflexién

Fixi=Bx=0=x=0

f'(0+ h)y=f'(hy=6h>0

f'0-h)y=f(-h)=6-(-h)=-6h<0

La curva pasa de concava a convexa: en x = 0 hay punto de inflexion.

L5 Six =0, f(x) = 2. El punto de inflexion es (0,2).

La determinacién de extremos de una funcion tiene otras aplicaciones que van mas alla del
trazado de curvas.

A De todos los cilindros inscritos en una esfera de radio 3 dm, encontrar el de mayor
volumen.

Resolucién:

El volumen de un cilindro es igual al producto del area de la base por la altura:
Vo=t h

siendo r el radio de la base del cilindro.



Por el teorema de Pitagoras,
2 2
r2:32_[ﬂ] :g_ﬂ

Sustituyendo en la expresion de V,

) And)

Asi, V es una funcién de h. Para calcular las medidas del cilindro de mayor volumen hay
gue encontrar el maximo de la funcién V(h).

Derivando respecto a h e igualando a cero,

2 2
'u“=r7[9—5:4—h :D=>5:1—h =9=3K =36

W= 12=h=12:=2.3
Hay que comprobar que para este valor de h, V alcanza su valor maximo.
En efecta, V' (k) = -H%'h, i F"[Eng = -H%QE <0, luego ¥ es maximo
cuando h =23

Llevando este valor a la expresion de r2,

rE:B—E:E

Luego ¥ = m-6-243 =12 743,V =12 7.3 dm”.

C Hallar las dimensiones minimas que debe tener una hoja de papel para contener una

superficie (til de 54 cm2 con unos margenes de 1,5 cm a derecha e izquierday de 1 cm
por arriba y por abajo.

Resolucién:

Llamando x e y a las dimensiones del total de la hoja, y a 'y b a las dimensiones de la
superficie (til,

S=x-y
a-b=>54



Despejando 5 b:%. Forotro ladox=15+a+15=3+ 3,

54 54
=1+l +— =2+ —
¥ +1+ . + -
Llevando estosvalores de xepa 3, 5= |[3+aj-[za;54]
Operanda, S:ED+152+23
7
. - D 162
Asi, S es una funcidn de & v se puede escribir S(z) = B0 + +2a

El problema se reduce a calcular el valor de a que hace S(a) minimo; por tanto hay que
encontrar el minimo de S(a).

Derivando respecto a a e igualando a cero,

g=-182, 0ap00=182 L 02 c g0 2 =m1m a0
s &
Para comprobar que en a = 9 hay un minimo se calcula la derivada segunda de S:
J2d4a _ 324
S = =
5'4 5'3

SME = 35—34 »0 porloque en g =9 hay, efectivamente, un minima.

For dltimo, si2=9 cm,b:%cm:E om, x=(3+3)cm=12 cm,

2-9+54
K= cm =18 cm.



