CALCULO DIFERENCIAL jError! Marcador no definido.

TEMA 1: PROPIEDADESDE LAS FUNCIONES CONTINUAS

Teoremadd signo.-

Sea f:[ab] -->R unafuncién continua en (ab) entonces 5 f(xo) 0, existe un entorno E(X,,d) en que f tiene  mismo signo
que f(Xg).

Si xo=b (respectivamente x,=a) entonces exigte d un tal que f toma en (b-d,b) (respectivamente (a,a+d) & mismo signo que
f(Xo)-

Lema (de acotacion).-
Seaf:[ab]-->R unafuncion continuaen[ab] y X1 (ab) entonces existe d>0tal quef es acotada en E(xo,d).

Teoremadelos ceros, de Bol zano.-
Sea f:[a,b]-->R una funcién continua en [a,b], tad que f toma vaores de signos distintos en los extremos a y b dd
intervalo, esdecir, sgnf(a) * signf(b). Entoncesexisted (ab)ta quef(c)=0.

Teoremadelos valoresintermedios, de Darboux.-
Sea f:[ab]-->R una funcion continua en d intervalo cerrado [ab] , entonces f toma todos los valores intermedios
comprendidosentre f(a) y f(b).

Teoremade | os extremos absolutos (del supremo 'y € infimo), de Weiestrass.-

Si f esunafuncién continuaen d intervalo [ab], entonces f dcanzaa menos una vez € maximo y € minimo absolutos en
dichointervalo.

TEMA 2 : PROPIEDADESDE LASFUNCIONESDERIVABLES

LEMA (de monatonia).-

Seaf : I-->R unafuncién. Supongamos que f'(to)>0 en un punto ty interior. Entonces existe d>0 ta que f(s)<f(tg)<f(t) cuando
d (todto) Yt (tototd) , esdecir, escreciente ent.

Andogamente s fi(ty)<0, esdecredente en t,.

TeoremadeRadle-
Seaf:[ab]-->R unafuncion continuaen [ab] y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b) entonces existe ce(a b) tal quef'(c) =0.

Teoremade Cauchy.-
Sean f:[ab]-->R y g[ab]->R continuasen [ab] y derivables en (ab). Entonces existe ¢1 (ab) ta que
[f(D)-f@]9(c) = [9(D) -9@] f(c).

Teoremade vaor medio ( o delosincrementos finitos).-
Seaf:[ab]-->R unafuncion continuaen [ab] y derivable en (a,b). Entoncesexiste ce(a,b) ta que  f(b) - f(a) = (b- a) f'(c) .

Consecuenciasdd t.v.m.-

1.-T. dd v.m. sobre monotonia-

Seaf:[ab]-->R unafuncion continuaen [ab] y derivable en (a,b). Entonces
- g f(t)3 0 paratodo te(a,b) entonces f es monétona creciente en [aby.
- 9 f'(t)£0 paratodo te(a,b) entonces f es mon6tona decreciente en [a,b].
- § f'(t)=0 paratodo te(a b) entonces f es constante en [ab].

2.- Si f y g son funciones continuas en [ab] y derivablesen (a,b) taes quef'(x) = g((x) paratodo xI (ab), entonces existeun
numero red "c" ta quef(x) = g(x) + c paratodoxi [ab)] ; esdecir, las dos funciones f y g se diferencian en unacongtante.



ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCION

Crecimiento v decr ecimiento de una funcion

Definicion:

Seaf : [a b] -->R, Xl (& b), sedicequef escreciente en xo s existeun entornode X, , E (Xo, h) ta que
S Xo-h<x<xg f(x) < f(Xq)
S Xp<X<Xp+h f(xo) <f(X)

Sedicequef esdecrecientes (-f) es creciente.

Proposicion 1 (monotonia).-

Sea f: (a b)-->R unafuncion derivable y xo1 (a b) . Entonces L

Edimr

s f'(x)>0, f escreciente en Xo. ] i
s f'(x0)<0 , f es decreciente en . —

Observacion : La condicién es suficiente pero no esnecesaria. Ej : f(x) = X°

Proposicion 2. A

Sea f: (a b)-->Runafuncion, xol (ab), f derivable en x, y creciente (decreciente). Entoncesf '(xg) 3 0
(f(xo)£0).

M aximosy minimosrelativos. Condiciones para la determinacion de extr emos.-

Definicion: seaf : [a b] >R, ol (& b), sedice que f tiene un méximo / minimo relativo en, Xo s existe un
entornode X, , E (X0, h) ta que " xlI E (o, h) setienequef(x) £f(xo) / f(X)3 f(Xo).

Condicion necesaria.-
f derivable en xol (a, b) y presenta en xo un maximo o minimo,  entonces f'(Xg)=0.

Condicién suficiente.- A
Proposicion 1.- f : [a b] -->R continua en |, Xl (a, b) y f derivable en e intervao (Xo-d,Xo+d)
contenido en | salvo quizés Xo.

asf (x>0, xI (x-dxo) (fcrecientealaizquierda dexg) ORI~ - Dot it

f'(x)<0 , xI (xoXo+d) (f decreciente ala derecha de xo) ,m"\/ -’:M ] rw,mwd

entonces f presente un maximo relativo en Xo.
b) Andlogamente para minimo relativo. i =

Proposicion 2.-

f:lab] >R, xl (ab) tal quef’ (x)=0yf" (x)* O.

Entonces: f"(x0)>0 entonces Xo es minimo relaivo.
f"(X0)<0 entonces X, es maximo relativo.

Afadir gréfico f",f'f.

Condicion necesariay suficiente.-
Seaf: [a b] -->R continuaen[a, b], Xl (a b) tal quef '(xg)=0.
Supongamos que f admite derivadas sucesivas (finitas) en un intervalo centrado en Xo y supongamos
que |la primera derivada que no se anulaen xo esf "(xo) , derivadan-esimade .
En estas condiciones :
" Lacondicién necesaria y suficiente paraque f presente en xo un maximo o minimo relativo es
que"n" seapar. Ademéssi f " (xo) <0 (>0) serdun méximo (minimo) relativo."
Ademéss "n" esimpar existe un punto de inflexion de tangente horizontal.



Concavidad y convexidad

Definicion:

Una funcion f es concava en el punto xo cuando la tangente a la gréfica de f en el punto
(%o, f(X0)) queda por debajo de la gréfica de lafuncion.
De otra manera : Una funcion se dice concava hacia arriba s la recta que une dos puntos de
la gréfica queda por encima de la gréfica.
Unafuncién f es convexa en el punto X, cuando latangente ala gré&ficade f en € punto
(%o, f(X0)) queda por encima de la gréfica de la funcion.
De otra manera : Una funcién se dice concava hacia abajo s la recta que une dos puntos de
la gréfica queda por debgjo de la gréfica.

Condicién suficiente de concavidad

Si unafuncionf estal que" xI (ab) f'(x) >0 entoncesf es concava
hacia arribaen (a,b)
Si unafuncionf estal que" xI (ab) f'(x) <O entoncesf es concava
hacia abajo en (a b)

Punto de inflexion

! \ o Definicion: Un punto X, se dice de inflexion de f si 1a funcion en ese punto cambia
4 de concavidad, es decir, pasa de concava a convexa o de convexa a concava. Por
- rxg tanto, en ese punto (Xo, f(Xo)) latangente atraviesa la gréfica.

Condicién necesaria- S Xp es punto de inflexion
entonces ' (Xg)=0

Condicion suficiente- Sea xo [/ f'(x)=0, entonces s -
ademas f"'(Xo)t 0, Xo espunto de inflexion.

RegladeL'Hopital.-

Sea f,g: [ab]-->R dosfunciones verificando :
i) f,g sonderivablesen (a,b)
ii) g(x)* Oparatodoxi (ab)
() _
iii) Exigelim ----- =IT R (redlozx¥)
x® a g(x)
iv) limf(x) =limg(x) =0
x® a xX® a
f(x)
Entoncesexistelim ---- y su valor esl.
x® a g(x)

Con este resultado se resudlven todos los casos de inderteminacion del calculo de limites: 0/0 , ¥ /¥ ,
¥-¥ 0%y ,1%¥ ¥0y0°.



Representaci on de funciones

ESQUEMA A SEGUIR EN LA REPRESENTACION DE FUNCIONES

‘ Propiedades def obtenidas directamente

Caracterizacion

1.

8.

Dominio (D) delafuncién
Recorrido (R) de lafuncion

Simetrias:
a) Funcion par
b) Funcién impar

Periodicidad

Puntos decorte con los g es:
a) Corte con €l gje OX
b) Corte con el ge OY

Regiones de existencia de la funcion:
a) Intervalos de positividad
b) Intervalos de negatividad

Ramas infinitas. Puntos en € infinito:

a) Punto de partidade la gréfica
b) Punto de llegada de la gréfica

Asintotas:
a) Asintotas verticales: x =u

b) Asintotas horizontaes: y =k

c) Asintotas oblicuas: y= mx + n,

Puntos dediscontinuidad

x1 DU Existey tal que y=f(x)
yl RU Exigextal quey= f(x)

f(-x) =f(x) EjedesimetriaQY
f(-x) =-f(x) Centro desimetriael origen

f(x+ T)=f(x) T periodo minimo

f(x)= 0 Ninguno, uno 0 mas puntos
f(0) = y Ninguno o un punto

f(x) > 0 Gréfica por encima del gje OX
f(x) < 0 Gréfica por debgjo del gje OX

(- ¥,?) Cuadrantes|l o Il
(+¥,? Cuadrantes| o IV

Ii®m f(x) = +¥ (a=aa’,a)

I 09 =k
I (9 .
m= lim — yb—XI(érE[f(x)—mx], my nreaes

lim () f(a)

‘ Propiedades def obtenidas por las derivadas sucesivas

9.

M onotonia:

a) Intervalos de crecimiento

b) Intervalos de decrecimiento
¢) Puntos criticos

10. Curvatura:

a) Intervalos de convexidad
b) Intervalos de concavidad
¢) Puntos de inflexion

f'>0

f'<0

f'(@=0yf'(@ >0 Minimo
f'@=0yf'(@ <0 Maximo

f*>0
f'<0
f"(@=0yf"(@ >0 Cdncavo - convexo
f"(@=0yf"(@ <0 Convexo - concavo



