INTRO. DERIVADA DE UNA FUNCION

Se abre aqui el estudio de uno de los conceptos fundamentales del calculo
diferencial: la derivada de una funcion.

En este tema, ademas de definir tal concepto, se mostrard su significado y se
hallaran las derivadas de las funciones més usuales. Es de capital importancia
dominar la derivacion para después poder abordar el trazado de curvas, asi como
para comprender la utilidad del calculo integral, que se estudiaran a continuacion.

La nocién de derivada es histéricamente anterior al concepto de limite aunque actualmente
se estudie aquélla inmediatamente después de éste, por razones que seran facilmente
comprensibles.

La derivada de una funcion en un punto x() surge del problema de calcular la tangente a la
grafica de la funcion en el punto de abscisa x(), y fue Fermat el primero que aporto la

primera idea al tratar de buscar los maximos y minimos de algunas funciones. En dichos
puntos las tangentes han de ser paralelas al eje de abscisas, por lo que el angulo que
forman con éste es de cero grados. En estas condiciones, Fermat buscaba aquellos puntos
en los que las tangentes fueran horizontales

DERIV. DE UNA FUNC. EN UN PUNTO

L= Sea una funcion y = f(x) y xQ un punto del eje X. Si se toma un punto x() + h muy
proximo a x() (h es un numero infinitamente pequefo), a medida que se hace tender h a
cero, la recta secante que une los puntos (xQ.f(xQ )) y (xQ + h,f(xQ + h)) tiende a
confundirse con la tangente a la curva en el punto (xQ.f(xQ ))-

Si iy es el dngulo que forma la secante con el eje de abscisas, y el angulo
gue determina la tangente con ese mismo eje, en el triangulo rectangulo de vértices

XO.fxQ ), xQ + h,f(xQ + h)) y xQ + h,f(xQ )), se verifica:

flxp+ R+ £
1 o= 201 )

Al hacer tender h a cero, y puesto que la secante tiende a confundirse con un segmento
de latangente, tg ap tiende atg a, es decir, a la pendiente de la tangente a la curva en el

punto (xQ,f(xQ ))-

Esto se expresa matematicamente asi:
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Derivada de una funcién en un punto

Dada una funcion y = f(x), se llama derivada de la funcion f en un punto x() al

limite, si existe y es finito (un ndmera), fim o+ ) - o)
h—0 h

f'(xQ ) (efe prima de equis sub-cero) o por D(f(x() )):

y g8 simbaoliza par

ﬁuw = ') = D))

Cuando este limite existe (y es finito) se dice que la funcion f(x) es derivable en el punto

X0-

Significado de laderivada

Puesto que

L ) Sl o
tg o= fim A De = f
g o= lm + ().

la derivada de la funcion en un punto x() no es otra cosa que la pendiente de la tangente a
la curva (gréfica de la funcion) en (xQ, f(xQ ))-

Ejercicio: calculo de laderivada de una funcién en un punto

A Calcular la derivada de la funcion f(x) = 3x + 5 en el punto de abscisa x = 1.

Resolucién:

+ Se pide el valor de f*(1) (en este caso, X() = 1).

£ = fim i+ m -F( Y+ M =301+ M +8=3h+8
A—0 h fii=3-1+5 =5
- f'|:1:|: If,l'mw: j,'mﬁz fim 3 =13
A= h sl B Bl

Por tanto, f'(1) = 3.

C Calcular la derivada de la funcion f(x) = Jx enel punto 2.

Resolucion:
o F e e T2 -FR2) | R =2k
re) .PJITD h } f(2) = 2



W24 h-a2

* = HDT' multiplicando numerador y denominadar par

N2+ R a2 (conjugado del numerador)

, . |:«.|2+h"u'|§:| [ﬂJI'ET""\E:'
= i B2+ B+ 2

Recordando que suma por diferencia es igual a la diferencia de los cuadrados:

(24 F—of2) (W24 R+ 21 =2+ h-2= R

* )= lim f = Jim 1 SN
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A Calcular la ecuacion de la tangente a la curva f(x) = x2 en el punto de abscisa 2.

Resolucién:

+ La tangente pasa por el punto (2, f(2)) = (2,4).

+ La pendiente de la tangente a la curva en el punto de abscisa 2 es, por definicion, f'(2),
luego la ecuacién de la recta es de laformay - 4 = f(2) (x - 2).

_ 2 _ 42
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La ecuacioén de la tangente es entoncesy - 4=4(x-2)® y-4=4x-8®
4x -y-4=0.

A Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) definida por

Fx) = 3 _SIX“ enlospuntos s =1 yxy =0,
¥axxl

Resolucién:

a) Derivabilidad en x] = 1.



Se han de considerar dos casos:

+ Sih>0,1+h>1yen este caso f(x) = x. Por tanto:

Sihy0 jim UM  eA-T
h—0 PRt h
A0 A0

Este limite es el «limite por la derecha» e indica que la tangente a la derecha de 1 tiene por
pendiente 1.

85 A0, 1+ k<, yen este caso fx) = ®.

_ 2 2

Sk <0, i FO R PO R -1 o o
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440 <0 440

Este limite es el «limite por la izquierda» e indica que la tangente a la izquierda de 1 tiene
por pendiente 2.

Al no coincidir los limites a derecha e izquierda de 1, no existe tal limite y, por tanto, la
funcién f(x) no es derivable en x = 1.

b) Derivabilidad en x = 0.

En este caso no es necesario considerar h > 0y h < 0ya que en las proximidades de cero

(h es muy pequefio) la funcién es f(x) = x2.

_ _ 2
i w = fim M = firm h_ = hmh=0

b0 h h—0 h h—0 kB =0

El limite existe y es cero, luego f(x) es derivable en x() = 0y la pendiente de la tangente es
cero (paralela al eje de abcisas).

C Estudiar la derivabilidad de la funcion f (x) = || (valor absoluto de x) definida por

ixx0
fix) = = {X S o el punto xp =0,

-xsix<l

Resolucién:

oSifn >0, fim AR RMO L A0,
A0 h P
i) b

osip <0, jim SO TO) e RO TR
h—0 h
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Al no coincidir los limites a derecha e izquierda de 0, la funcion f (x) = |X| no es derivable en
dicho punto.

¢,Cuéndo hay que considerar limites a derecha e izquierda al calcular la derivada de una
funcién en un punto?

Si al dibujar la curva se observa que en el punto considerado ésta cambia bruscamente de
direccidn, es necesario considerar limites a derecha e izquierda, puesto que, en este caso,
la tangente no se comporta de igual modo y se «quiebra».

Consecuencias de la definicién de derivada en un punto
1. Si existe la derivada de una funcion f(x) en un punto (xQ, f(x())), existen las derivadas a

derecha e izquierda de x() y tienen que ser iguales; de lo contrario no existiria f'(xQ ).

L= Puede ocurrir, no obstante, que existiendo las derivadas a derecha e izquierda éstas
sean distintas. En este caso no existe la tangente en (x(), f(x( )), sino dos semirrectas,

cada una tangente a uno de los arcos en que el citado punto divide a la curva. Los puntos
en que esto ocurre se llaman puntos angulosos.

Los puntos A, B, C, Dy E de la gréfica de la ilustracion son puntos angulosos: la curva
cambia bruscamente de direccién en ellos. La funcion correspondiente no es derivable en
las abscisas de dichos puntos.

No es dificil, consecuentemente, imaginar la grafica de una funcién que no sea derivable en
muchos e, incluso, infinitos puntos.

L5 2. Laidea que hasta ahora se tenia de tangente a una curva como la recta que posee
un Unico punto comun con ella no es nada apropiada. Si esto fuese asi la curva de la fig. 1
no tendria tangente en el punto P, mientras que la curva de la fig. 2 contaria con infinitas
tangentes en Q.

Tangente a una curva en un punto

El concepto de derivada facilita la definicion de tangente a una curva en un punto como el
limite de una secante que pasa por €l y por otro punto cualquiera de la curva cuando éste
ultimo, recorriendo la curva, tiende a coincidir con el primero.

Propiedad

Si una funcion es derivable en un punto, necesariamente es continua en él.

Demostracion:



Sea una funcién y = f(x) derivable en un punto x(). Para probar que la funcion es continua
en él, es preciso demostrar que

fim f H = fxg),
hﬂ?ﬂi}w) ixg)

o lo que es equivalente, que

Jim (Fg + ) = fog)) = 0

Pero

flag+ B -Fxg) = w-h. Tomanda limites cuando ftiende a0,

oo m)- o)
h h—0

»

B (Flq + B - ) = i
i (Fg + ) - fxg)) = i,

de donde, por ser f(x) derivable,

j{f_}mﬂ(f(;@ + W =l = Fxg)-0 =0, resultado al que se queria llegar.

Esta propiedad evita el trabajo de estudiar la derivabilidad de una funcién en un punto
donde ésta no sea continua.

Por el contrario, puede darse el caso de una funcion continua en todos los puntos y no ser
derivable en alguno, e incluso infinitos puntos. Valga como ejemplo la funcién |x|, que
siendo continua en todos los puntos de la recta real, no es derivable, como ya se ha
comprobado, en el origen.

CALCULO DE DERIVADAS (1)

Derivada de una funcién constante

Sea una funcion constante f(x) = C.

Su gréafica es, como se sabe, una recta paralela al eje de abscisas. Puesto que para
cualquier valor de la abscisa su ordenada correspondiente es, constantemente, igual a C, si
a es un punto cualquiera del campo de definicion de f(x),

fla+h)-f(a)=C-C =0, por lo que

;I"'[aj = firm w = firm E = wmd=0
B0 # h—0 R =0

Luego la derivada de una constante es siempre cero.

Sif(x)=C=f(x)=0



Derivada de la funcién lineal mx + b

Sea una funcion lineal cualquiera f(x) = mx + b. Para un punto cualquiera x,

flexeM-fx)  mix+ M+ b-(mx+ B _ mh
h ) h ok

=8y

lirn m= =0,
=0

lo cual significa que la derivada de una recta coincide con la pendiente de ella mismay, en
consecuencia, la tangente en un punto a una recta es la propia recta.

S =+ bh=F{x1=m

Derivada de una constante por una funcién, k - f(x)

Si k es una constante y f(x) una funcion, la derivada de la nueva funcion k - f(x) sera:

i B 00 B~ k£
b—0 h

= (Sacando factor cormuln b, ya que no depende de &)

g g O BT

= k-fix
h—0 [:I

Se ha demostrado que
(k- f(x)) =k - f(x)

Asi, para derivar una expresion de la forma k - f(x), basta derivar la funcion f(x) y multiplicar
después por la constante k.

. .. . =7 -
Derivada de la funcidn potencia ¥ (s es un nilmero natural)

Para calcular la derivada de la funcion f(x) = xm, m > 0, hay que evaluar el cociente

4 b m
ber By - . Desarrallando par el hinomio de Mewton (x+ 5™,

h
e ] - e -2 [
enprosn () (e () e (G e
H #

O e

Tomando limites cuando h ® 0,

fiix) = fim M= firen I[T] Pl +[m] P h+...+[m] hm'1l

A= h A=




) m -
Salvo el término [ 1] xmﬂ = mx™ 1, gque no depende de #, el resto de los

sumandos tiende a cero (su limite es cero).
Se concluye que

Sif(x)= x™ = 00 = m ™

Ejercicio: calculo de derivadas

A calcular la derivada de f(x) = x2 en el punto de abscisa - 1.

Resolucién:

f'(x)=2-x2'1=2x

f(-1)=2-(-1)=-2

Entonces, la pendiente de la tangente a la pardbolay = x2 enx=-1les-2.

Derivadas de las funciones trigonométricas sen X y cos X

La derivada de la funcion f(x) = sen x es f/(x) = cos x
La derivada de la funcion g(x) = cos x es g'(x) = - sen X
Las demostraciones son complejas y se pasan por alto.

Sifixi=senx=fix1=cosx Sigkl=cosx=g(xl=-zenx

Derivada de la funcién logaritmo neperiano In |x]

Puesto que el logaritmo esta definido sélo para valores positivos y distintos de cero, es
necesario considerar el logaritmo del valor absoluto de x.

Para calcular la derivada de esta funcién se han de considerar dos casos, x >0y
X <0:

a) Si x es positivo, aun tomando h negativo, x + h es positivo si se toman valores de h

suficientemente pequefios, lo cual es posible pues se va a calcular el limite cuando h tiende
a cero. En estas condiciones

e+ H=x+hy|d=x

Inibes bl -dnld _mper)-tnx 1

h h h

flix+R-lnx) =



Por tanto, si x>0

==

1
[fn(x]l]'=£nnfn[x;h] = In m}[th]”’ =

h
Llamando — =85 A =hx =
1 s
. AT 1 1 1A
=in | w1+ — = — ==
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Sih—=0 =0
1
= 1
=in | e [T+ = «—|Recordandoque B (1 +m" =e
h—=0 s 0
1
= 1 1
=hhe*=—lne=—
X X

b) Si x es negativo, aun tomando h positivo y suficientemente pequefio, x + h sigue siendo
negativoy |[x + h| =-(x+ h)y |x] =-x.

A A i 7

i+ =il _ i (=0 B =0 (-x) 1_m[—(x+m]:1 W+ h
- X

Como se aprecia, se llega a la misma expresién que en el caso anterior y la demostracion
se continuaria de forma idéntica.

Sifix)=lhx—Fx=

W=

" N N :.: I
Derivadas de las funciones exponenciales a y e

Sea la funciony = aX, siendo a una constante positiva distinta de 1. La derivada de esta
funcién en un punto x es:

‘= lim o = lim a el - = fim ax(ah_n =
Y B0 # A0 # B0 #




¢ h - 1
= -
k=] ﬁm‘E 5

Se hace el cambio & -1=t—a" =t +1
y se toman logaritmos neperianos:

In[ah]l shit+N—=hha=t+N1—

nit+1
Ina

- h=

Cuando A= 0, t—a"-1=0(t—=0)

Luego:

o w o ha
y=a" lim——=3" m—-=
t—0 Init + 1 t—0 1;;;(; 1)

Ina ¢

Fero i dnlt + 1]|1th =
o w . B t—0
=g"-Ina .l'.'m—m—
=0 Inft +1) =in dim(t+ M = he=1

t—0
— o 1_ oo
=g -J'na-?—a i oa

En particular, cuando la constante a es el nimero e, la derivada de la funcién eXes
(eX)'=eX-Ine=eX-1=eX
Sifx)=a"=F{M=a"Mha

Si o) = & = (%) = €7

Hasta el momento se saben derivar algunas funciones elementales pero no hay nada que
permita encontrar las derivadas de una suma, un producto o un cociente de estas
derivadas; se requiere, por consiguiente, seguir avanzando en la obtencion de propiedades
encaminadas a este fin.

Operaciones con funciones

Hay que recordar cémo se definen la suma, el producto y el cociente de funciones. Sifyg
son dos funciones definidas en un mismo intervalo (en caso contrario, alguna de estas
operaciones podria no estar definida),

f.[8 8 ——R g [a5——=R3e define:



* Funcion suma de fy g como la nueva funcion f + g: [a,b] %% ® R,
(f+9) (x) =f(x) + 9(x)
* Funcion producto de fy g como la funcion f -g: [a,b] %% ® R,

(f-9) 09 =10 - 9(x)

. . f f fix)
®Funcidn cociente de fyg, —! |2 Bl——R, —(x) = —
g [=4 g gix)

siempre que g(x) * 0 para todo x del intervalo.

Derivada de una sumade funciones

Sify g son dos funciones derivables en un mismo punto x de un intervalo, la derivada de la
funcién suma en dicho punto se obtiene calculando

(Frg)ixe M-(Frgl ) _ . Tl )+ g+ A) - Fix) - glx)

I =
ﬁﬂjn # A0 b
= lim Foce ) = 7 » g+ #) = 9ix) (descomponiendo en suma de dos limites)
h—0 h
o Fe B R gl ) gl .
= Im + lim = fUx)+ o=
Bl A0 b () + g (x)

La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas.

[fFO) + g0 = F(x) + g'(x)

Derivada de una diferencia de funciones

f-g=1f+(-g), porloque [f(x) + (- g(x))I' = F'(x) + (- g(x))’
Pero - g(x) = (- 1) - g(x) y la derivada de una constante por una funcién es igual al producto
de la constante por la derivada de la funcion:

oI =[-1) 90 =(-1) - g'(x) =-g'(X)

En consecuencia,

[F09 - g()I' = F(x) - g'(x)

Ejercicio: calculo de derivadas

A Calcular la derivada de la funcion f(x) = x - cos x

Resolucién:



(x)'=1

cos x)'= - sen X }_HFI':X:I =1-{-senx]=1+senx

C Calcular la derivada de f(x) = x3 - sen x + In|x| en el punto x = -p/3.

Resolucion:
(A = 3 1
. (zen x)'= cos x %f'(x}l=3x2—cos M+ —
X
1
I ‘=
(i =

. T .
*Sustituyendo x por T se abtiene:

Derivada de un producto de funciones

Sean f y g dos funciones definidas y derivables en un mismo punto x.

(Fg) Gox B - (F-g) 0 _ Flc B gl + ) - Pl - glx)

+ ; = (1)

Si se sumay se resta en el numerador f(x) - g(x + h), la fraccion anterior no varia,

(1) = oo #)- gl + hll-fl:xll-gliwhhll R gl W) =T gix) _ )

Sacando g(x + h) factor comun en los dos primeros sumandos, y f(x) en los otros dos,

_ glen B) [Fe 8- £0]+ 109 [0+ #) - (]
i
SRR BRIELEL S

(2]

= glx+
Si ahora se toman limites cuando h tiende a cero,

J}:'.".r?’.ul:lg(}{+ B = glx), pues ges continua en x ya que es derivable en x
—

i fe =X f' (%) por definicidn de derivada.

e f(x) = #(x), al no depender §(x) de k.



fﬂ. glx+ A -aglx) _ g

¥ por definician.

(Fg) Do+ B) - 0F-g) ()

- =0 glba+ - g'(x)

Par tanto, (f-g) (x) = hﬂmn
(F-g) (=0 gl + flx)- g (x)

Ejercicio: calculo de derivadas

A Hallar la derivada de h(x) = x - In x para cualquier x positivo.

Resolucién:

Sisellama fix) = x, {'(x) =1 1
a[f[x]-g[x]]':1-mx+x-;: In x+1

Siglx) = Inx, g'ix) = 1
X

2 Calcular la derivada de #(x) = 15}2 SN X

Resolucion:
. _ 2 1 -
Sf flx)=x, Fix) = 2x h'(xj:l(Ex-senx+xzcas,‘=<)
Siglx) = senx g'(x) =cos x 2

CALCULO DE DERIVADAS (II)

Derivada de un cociente de funciones

Considérense, como en los casos precedentes, dos funciones f y g definidas y derivables
en un punto x. Ademas, en este caso, se tiene que imponer la condicion de que la funcion g
no se anule en x.

fee b) _f00

gl ) gl _ fOce i) gD - F0g- g )
g g B R

i, 1 e B glx) - FRA gl hllzm
gl gl + ) h
Si en la segunda fraccién se suma y se resta al numerador f(x) - g(x), se obtiene:

=




(1) = 1 e+ B g0 = F0) g + ) gix] - Fl gl B) _ 2
gix)-glx+ h) R

Sacando factor comun g(x) en los dos primeros sumandos de la segunda fraccion, y f(x) en
los dos dltimos,

1 b [foer 8- F0A]- 00 [alx ) - 9]

@) T a0 ;

Por ultimo, se toman limites cuando h tiende a cero notando que:

j{i_}mﬂg(x+ B =gl porla continuidad de g en x al ser g derivable en dicho punto.

i (OO g(ﬂf’?i-gw}l

=o' () por definicidn de derivada.
A= h h— g |: :I P

En definitiva,

; | 1 | i B)- £
Pl h i Jﬁ?:[ PN m] gx) [h@u A ]

-fx) [hfirzan g Ry - glx) hi ~ Q':K:'] -

1
[at)]

[906) () - £ ) ¢ ()]

[ﬂixj] P g0 - ()¢ (%)
[g(x]

. - 1 .
(I Calcular la derivada de y = x ™ = — [mesun namera natural).
X
Resolucion:
0™ 1 K m=1-2m - m=1
= = =-m = -mrx = -m K
(™) .

Derivada de la funcién tg x




sen X
cos X'
si f(x) = sen x, f'(x) = cos x
si g(x) = cos x, g'(xX) = - sen x

FPuesto que fg x =

Aplicando la férmula de la derivada de un cociente,

,_ COS X 008 X- 8en X (- 8en x) cost x + sen® x _ cost ¥ sent x _ 3
g x)'= = = + =1+tgx
cost x cost x costx  costx
. COSE X+ 82F X 1
0 bien, recordanda que s x+o0st x =1, = = soc x
cos x cos”x
Por tanto,
. 1
(tg 5 =1+t x = sec® x =
cos x
Derivada de la funcién sec x
SEC X =
COS X
Sifx)=1,f(x)=0
Si g(x) = cos X, g'(x) = - sen x
Por laférmula de la derivada de un cociente,
,Dcosx-1-(-senx) _ senhx 1 asehx _
l=ec x)'= 5 = 5— = - =zec x-ig x
CosT XN cosc X CoOs X C08 X
(sec x)' =sec x - tg X
Derivada de la funcién cosec x
COSEC X =
s8N X
Sifx)=1,f(x)=0
Si g(x) = sen x, g'(x) = cos x
Por la derivada de un cociente,
,_Draenx-lcosx _ -cosx 1 -cosx _
(cosec x)'= 5 = = : = cosec X-colg X
sen< ¥ sertx  Sen X Senx

(cosec x)' = - cosec x - cotg x

Derivada de la funcién cotg x




1 COS X
cotg x = ——=
tgx  senXx

Sif(x) = cos x, f'(x) = - sen x
Si g(x) = sen x, g'(x) = cos x

_[-&en x) sen x- COS X COS X _ - serf X - cost X

(cotg x)' = =
sen” x ser’ x
sen’x  costx 3
= - - = -1-cotgtx
2 2
sen”x  sent x
2 &
. -EeNT K- co8 ¥ -1
0 haciendn uso de sen® x +cos® x = 1, S = = —cosec<x
Sen© X sen” x
Por tanto,
. 2 -1
(cotg x)'= -1+ co.’rg2x]| = -CosectK =
sen’ x
Ejercicio: calculo de derivadas
e xeosx-2
I Calcular la derivada de A(x) = 5
b

Resolucién:

+ Llamando f(x) =x cos x - 2, f(x) =1 - cos x + x - (- sen x) = cos x - x sen X (la derivada de
2 es cero por ser una constante)

. Sig) = x2, g'(x) = 2 X

COS X - X 58N X xz—(xcas ¥=-212x _ -xcos %-x° sen x+ 4

SCh - ] 2

@ Hallar la derivada de h{x) = W

Resolucion:
© Sif(X) = X1tg X - Cos X, F(X) = 1 - tg x + X(1 + tg2X) - (- sen X) =

=tgx+x(1+ tgzx) + sen x

W=

BSiglx) = g'x) =



A pesar de contar ya con un nimero estimable de propiedades para el calculo de

derivadas, hay funciones elementales, como & para las que no se conoce ningun
procedimiento para la obtencion de su derivada. Para seguir avanzando por este camino se
hace imprescindible conocer una de las propiedades méas fundamentales y Utiles de la
derivacién, aunque no se hara su demostracion. Se la conoce como derivada de una
funcién compuesta o regla de la cadena.

REGLA DE LA CADENA

Esta propiedad asegura que si y = f(x) es una funcién derivable en un cierto intervalo |,
fi——R,

y z = g(y) es otra funcién derivable y definida en otro intervalo que contiene a todos los
valores (imagenes) de la funcion f,

g fil——R,
entonces la funcién compuesta

gof l——fi)——R,

definida por (g of) (x) = g[f(x)], es derivable en todo punto x de | y se obtiene

(Gof¥(x)= gfix]-£1x)

Ejemplo: calculo de derivadas

A cCalcular la derivada de la funcion h(x) = sen x2.

Resolucién:

+ La funcion sen x2 es una funcién compuesta de otras dos f(x) = x2 y g(x) = sen x.

R—sR—¢.R

X—}*Xz—}SE'ﬂXz

En efecto, (gof) (x) = g[f(x]] = a(x?) = sen

+ Al ser g(x) = sen x, g'(x) = cos X, por tanto g'[f(x)] = cos f(x) = cos x2

Fl) =% = ()= 2¢



+ Por la regla de la cadena,
() = 9] - F(X) = 2x cos x2

W2+
X

]3

® hx) es una funcidn compuesta de Fx) = ﬁ ¥ glx) = ®
X

@ Derivar la funcidn A(x) = [

Resolucién:

(Se ha de suponer que x #0 porgue para este valor la funcion no esta definida.)

R-{0}—sR—¢=R

w2+ fx2+1]3
X
X l X
) ) [ 21 ;
(gof) (X)-Q[flix]l]-g[ ” ]-[ ” ]

+ De g(x) = x3, se deduce g'(x) = 3x2. En consecuencia,

2 +*|]2

X

g'[f(¥)] =3 f()* = 3[

0= 0 + )1 D - -1
% e

®Por otro lado, £'(x) =

+ Por la regla de la cadena,

]9

Regla de la cadena para la funcién potencial

Se sabe que la derivada de una funcién f(x) = xM es f(xX)=m - xM - 1.

Si en lugar de x se tuviese una funcién u(x), la derivada de u(x)m
:I."}"."

B W) —— WX

aplicando la regla de la cadena, seré:

weMy=m - ueM - 1.y



Para simplificar la notacion, y a partir de ahora, se escribira simplemente u en lugar de u(x).

Asi,
Sifx) =u" = P = (W= mou

Ejercicio: calculo de derivadas

A Calcular la derivada de f(x) = (x2 + 1)3.

Resolucién:

. Siu=x2+1,u'=2x

Enestecasom =3

=32 +1)2 - 2x = 6x (X2 + 1)2

Regla de la cadena para la funcién logaritmo neperiano

Si en la derivada de logaritmo neperiano se sustituye x por una funcién de x, u(x), en virtud
de la regla de la cadena se tiene que

N
(ind) = "

Ejercicio: calculo de derivadas

. )(2 +1
(D Calcular la derivada de f(x) = m[?—
Resolucion:
2
®*Setoma u= 2 ;1
X

+ Se calcula u' aplicando la derivada de un cociente:

e 28 - R 2x _ 2x 2

X4 X4 ?

+ Se aplica la regla de la cadena:

') =[ In[

%2 +1 'z_ixznz_ ¢ -2
e = i+l x4 1)



C Hallar la derivada de f(x) = In |sen x |

Resolucién:

* Uu=senx; u =cos X

Regla de |la cadena para las funciones exponenciales

Si en lugar de x se tuviese una funcién u(x), por la regla de la cadena se tiene que para una

funcién f(x) = au y para otra g(x) = eu,
f)=@Yy=u-al Ina

g =(eUy=u-el

Ejercicio: calculo de derivadas

A calcular la derivada de f(x) = 4X Sen X

Resolucién:

* Llamandou=x-senx,u' =1 sen X+ X cos X

fi(x) = (4X SE€N X'y = (sen x + x cos x) - 4X SEN X . |n 4

-k

@ Calcular la derivada de g(x) = e
Resolucion:

®Siu= W= 2w o) = (e_xzj =2y 87X

Regla de la cadena para las funciones trigonométricas

¥ —— Wx) — zen U(x) (zen W)’ =ucosu

¥ —— W) —— 008 Wx) fcos W) =-usenu

(o) =(+tfuu=

L
COS‘?U

=y sec® u

H—— LX) — tg ux)
¥ —— W) — s8c UX) (zec ) =usecu-tgu
¥ —— WX —— cosec Wx)  (cosec w)' = -u'cosec u-cotg u

by 2a- M
y e cotg ulx) (cotg W) 1+ cotgeu) -~




Ejercicio: calcular la derivada

A calcular la derivada de f(x) = sen(sen x)

Resolucién:

 Siu=senx, U =cos X

f'(x) = (sen(sen x))' = u' - cOS U = COS X - COS(Sen X)

C Hallar la derivada de g(x) = sec (x2 -1)

Resolucion:
: u=x2 -1 u'=2x
Cg(X) = (sec(x2 -1)))=u-secu-tgu=2x- sec(x2 -1)- tg(x2 -1)

E cCalcular la derivada de h(x) = sen?’x2

Resolucion:

* Llamando u = sen x2, hay que derivar sen?’x2 = u3.

 Por la regla de la cadena, la derivada de u3 es (u3 )=3: u2 Su
Llamando v = x2; u=senv.

u=v.cosv=2X:- cosx2

+ Finalmente, h'(x) = (sen3x2)' = 3u2 ‘u'=3- sen2x2 - 2X - COS x2 =

= 6X - sen2x2 - COS x2

Para calcular la derivada de una funcién que es inversa de otra, es necesario conocer un
importante resultado, aunque se evita hacer su demostracion.

Derivada de la funcién inversa

Si una funcion y = f(x) admite una funcién inversa f~ 1 y la funcion f(x) es derivable en un

punto x(), entonces la funcion f~ 1 es derivable en el punto f(x(Q).

En virtud de este teorema, la funcion x-‘l-/n es derivable por ser la funcién inversa de xN:

rg——L —‘»(x”j”” =¥



Como consecuencia, al ser la funcion xM derivable para cualquier nimero entero m, como

ya se ha visto, la funcién xm/n es derivable por ser composicion de dos funciones
derivables:

P

. .. i
Derivada de la funcidn x

Seau = xlln; elevando a n, ull = x.

Derivando ambos miembros se observa que

v =1
( :'1_ s }nu”_"-u'-i
X:

Despejando u',

‘= 1 :1_

En particular, la derivada de la funcidn ) = '\II'; Bs x”g
p (%) s

. .. min
Derivada de la funcidn x

Sea f(x) = xmM/n
Se elevaan, f(x)n =xM
Se deriva:

n et = mex®!

perofoyN - 1= m/nyn -1
Despejando (), flis)= —— =

. n min
Regla de la cadena para las funcionhes 8 y u

Si en las dos funciones anteriores se tiene una funcion dependiente de la variable x, u(x),
en lugar de la funcidn x, se obtienen las siguientes derivadas:

ul
n=1
h

Sifix) = WM = P = W=

el



. u
En particular, -\JI'-!:'= —
" ) 2+

-1

m

,_m

Sigix) = "= g (g = Wy = -

Para obtener estas igualdades, basta aplicar la regla de la cadena.

Ejercicio: calculo de derivadas

(I j,Cual esla funcidn derivada de f{x) = »ﬂlxz + 380 ¥

Resolucién:

®5e escribe la raiz en forma de potencia; «,|'x2 + 280 X = (x2 + Za x]l1JI2

- Se trata de calcular una derivada de la forma u1/2.

Siu=x2+senx, u' = 2x + cos X

+ Obsérvese que en este caso n = 2

f'ix) = ['-IIXE + sen x] - (fu)'= 2::; . ZX*Cosx

252 + sen x

2
@ Calcular la derivada de fix) =3 [X+1]
X

Resolucién:

w1y _ e 1yP
®5e escribe |a raiz en forma de potencia; 2 [ ] =[ ]

X X
.u=x+1;u,=1-x—[x+1]|-1=x—x—1=_l
A e e *°
_ il moo—
®*  Seaplicalafarmula | u? =F-u” '

o[O3 ()



FUNCIONES TRIGONOM. INVERSAS

La funcidn sen x definida en [—Eﬂ g] toma todos los walores del intervalo [—1, 1]

. . - " on
una sola vez, es decir, dos ndmeros distintos de —5, 3 alcanzan valores

distintos en [- 1, 1].

. . . o T on .
Esto quiere decir que existe una aplicacion hivectiva de [—5, 5] a [—1, 1] mediante
la funcion seno. En estas condiciones se puede definir la aplicacion inversa de f(x) = sen x,

llamada «arco-seno» y que se simboliza por arc sen x.

A, arc sen 1.z pues sen z.1
' 2 B B 2

aFc =eh —E =-Z pues sen[—5]=—senf=—£
2 3 3 3 2

[—g, EH] S SEEN ) N iﬂ]

f== = Lalp= = i 2
X%%® f(X) =sen X ¥%%® f'l [f(X)] = f'l (sen x) = arc sen (sen x) = X

Derivada de la funcién arc sen x

Siy=arcsenx=f" 1(x), aplicando f, f(y) = f(f° 1(x)) =X, es decir, seny = Xx.

Derivand t I la de la cad g =14y'=s
erivando respecto a x, porla regla de la cadena, y'cos ¥=14ay o5y

De la conocida formula sen2 y + 0032 y=1, 0032 y=1- sen2 y ®

cos =+ 1 - sen” I



la funcis iti I i
] a funcidn cos ¥ es positiva, por lo gue cos y = 1—sen2_l,-f.

Por Oltimo, v puesto que sen i = x, cos i = /1 - x?

|

pero en el intervalo [—

(o] =

—

Llevando este resultado a la expresian de ', 1¥'= >
1-x

—

SiHx)=arcaen x= Nix =

1- 5

Derivada de la funcién arc cos x

Analogamente, la funcion cos x tiene una funcién inversa llamada «arco-coseno» y se
simboliza por arc cos x.

De y = arc cos x se deduce x = cos y. Derivando por la regla de la cadena,

1=-yaeny—y'=

=80
Comao seny=J1—coszy =m'{1‘><2._'.-"': !
1- 5
_ , -1
SiHx)=arccosx= R (x) =
1- 5%

Derivada de la funcién arc tg x

La inversa de la funcién tg x se llama «arco-tangente» y se simboliza por arc tg x.

y =arctg X, x =tgy. Derivando por la regla de la cadena,

1= y'[1+tgzy]| =y'(1+x2]|. Despejando ', ¥'= ! 5
1+

oI M) = arcig x= (X =1 1x2

Derivada de la funcién arc cotg x

La inversa de la funcién cotg x se llama «arco-cotangente» y se simboliza por arc cotg x.

Siy = arc cotg X, x = cotg y. Derivando esta igualdad por la regla de la cadena,



-1
T+

1= -1 (1+ co.’rg2y]| = - +x2]|. Despejando ', ¥'=

-1
s

Sihix) =arc colg x= Wix)=

Derivada de la funcién arc sec x

Analogamente a los casos anteriores, sec x tiene una funcion inversa llamada «arco
secante» y simbolizada por arc sec x.

y = arc sec x, X = secy. Derivando por la regla de la cadena,

1=y -secy-tgy=y -x-tgy (1)

Por trigonometria se sabe que 1+tg2 y = =sec? y = %2, de donde

cosS Y

tg2y=x2—“l+tgy=«.l'x2—1

Sustituyendo este valar en la igualdad {11, 1= _|,."'I'X"‘|,||X2 -1, ydespejando ',

1

_|Il,r':—
-1

I
i -1

SR = arcsec k= WX =

Derivada de la funcién arc cosec X

Siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior,
y = arc cosec X, X = COSecy

Derivando: 1 =-y'- cosecy - cotgy=-Yy' - x-cotgy (1)

Como 1+ cotg?y = 12 = cosecly = x2, cotg i = afxd -1
sen

xw'xz—1

Llevando este resultado a la igualdad (1) v despejando ', v'=

-1

st -1

oSl R = arc cosec x = h'x) =



REGL. CADENA TRIG. INVERSAS

Si en cada una de las funciones anteriores se tuviese una funcion de x, u(x), en lugar de la
funcidn x, las derivadas de las nuevas funciones compuestas se convierten, por la regla de
la cadena en:

Fx) = arc sen u f'ix)= 4

1-u?
Fx) = arc cos u f'ix)= -

1-u?
flx) = arc g u f'ix) = 4

T+ u4?
F(x) = arc cotg u Fis) = _

1+u2|
F(x) = arc sec u F'ix) = 4

o u2|—1
F(x) = arc cosec u F'ix) = -

wodu? -1

Ejercicio: calculo de derivadas

. ®
(I Calcular la derivada de v = arc sen

Resolucién:

. x+1 . .
o5y = oy por la derivada de un cociente,

. T-ix-T-(x+N-1_ -2

T

& Hallar la derivada de v = arctngX

Resolucién:



1
In x ik (R N P
LN d = = K =
amando o= ——, u > >
o paliix 1 _lix ¥ -hx
e 1+[J’n_x2 ¥ R it x4 (nx)?
b

3
@ Calcular la derivada de y = arc SEC%

Resolucién:

@ i Cualesladerivada de v = arc cosec Jre 17

Resolucién:
o Siu=hd 1w =X
202 -1 Al -1
_ X
ey 2 _
- u e = X

SR R (%2 = 1) A2 - 2

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

L5 Sea una funcion y = f(x). Dado un punto de abscisa x, se le dota de un pequefiisimo
incremento (aumento) h y se encuentra un punto x + h.

Se traza la tangente a la curva en el punto de abscisa x, y desde x + h se levanta una
paralela al eje de ordenadas hasta cortar a la curva y a la tangente.

Sioces el dngulo que forma la tangente con el eje X



AC

tgcx=f'|:xj=T

Diferencial de una funcién en un punto

Se define diferencial de una funcién y = f(x) en un punto x, y se simboliza por dy 6 df(x), al
producto f'(x) - h. Por tanto,

dy = df(x) = f(x) - h

Propiedades de |la diferencial

Primera propiedad:

La diferencial de una funcién en un punto depende de dos variables: el punto x elegido y el
incremento h que se ha tomado.

Segunda propiedad:

Alserdy =f'(x)-h= ,ﬁ la diferencia de una funcién en un punto es el incremento
(aumento) de la ordenada de la tangente al aumentar en h un punto de abscisa x.

Tercera propiedad:

Si se considera lafunciony = f(x) = x, df(x) = dx =f(xX) -h=1-h=h. Asi,dx=hy
se puede escribir d{f(x)) = dy = F' (%) o, v pasando o al primer miembro, i—i = (%)

Cuarta propiedad:

Fuesto que dv = F ()= lim Flacs B) - Flx)
h—=0

, de la nocidn de limite se deduce que

cuando h es infinitamente pequefio, el cociente dy es practicamente igual a
flac+ B - 20
b
Esdecir, i = fix+ & - f(x). Esta propiedad permitirasustituir diy por flx + #) - %)

Cy puesto que b= oy, dy es practicamente igual a flx+ B - Fx.

cuando h es muy pequefio, con la seguridad de que el error cometido sera minimo.

Ejercicio: calculos aproximados utilizando la diferencial

A Un movil se mueve segun la relaciéon s = 5t2 + t, donde s representa el espacio
recorrido medido en metros y t el tiempo medido en segundos.

Se quiere saber los metros que recorre el moévil en el tiempo comprendido entre

7 segqundos y [?+ %] segundos,

Resolucién:



- Diferenciando la expresion s = 5t2 +1,
ds=(10t+1) - dt

1 1
Faor otro lada, dt =7 +=-7 ==
ar otro lado, +3 e

+ Sustituyendo en la expresion de ds,

ds =107+ 1) = = 23 BB (metras)

| —

- Enlafigura se observa que en realidad recorre algo mas de 23,66 metros:
s=5[7+1 - 7l ~[5:72+7) = 24,18 matros
3 3 ) '
Se ha cometido un error de 24,18 m - 23,66 m = 52 cm

C Calcular 3,052.

Resolucién:

Para encontrar un resultado aproximado de 3,052 se considera la funcién y = x2.
Diferenciando esta funcion, dy = 2x dx.

Por la proximidad de 3,05 a 3 (5 centésimas) se calculara la diferencial en el punto de
abscisa x = 3 y se llevara a la expresion de dy.

En este caso dx = 3,05-3=0,05

dyy =3=2-3-0,05=0,30

Por tanto, aproximadamente, 3,052 =9+ 0,30 =9,30.

Si se calcula con exactitud el valor de 3,052 se obtiene 9,3025. Se observa que se ha
cometido un error de 9,3025 - 9,30 = 0,0025, 25 diezmilésimas!



