DERIVADAS

Tema: La derivada como pendiente de una curva

Para hallar la pendiente de una curva en algun punto hacemos uso de la recta tangente de una
curva en un punto.

La pendiente de la curva en el punto P es la pendiente de la recta tangente en P.

Definicion: La pendiente de una curva

En (x,f(x)) la pendiente m de la grafica de y = f(x) es igual a la pendiente de su recta tangente en
(x,f(x)) y queda determinada por la formula:

o St A - F()
Ax—0 Fa%s

supuesto que el limite exista.

Para calcular la pendiente de la recta tangente a una curva mediante la definicion de limite
seguimos los siguientes pasos:



1) Calcular :

Jix+ax) - fx)
- .

2) Hacer

para obtener

= L AR~ f(x)
fx— 1 Fans

Ejemplo para discusién: Considera la gréfica de y = 3 - X%
1) Halla la formula de la pendiente de la grafica.
2) Indica cudl es la pendiente en los puntos (0,3) y (-2,-1).

3) Halla la ecuacion de la recta tangente para cada uno de los puntos anteriores.

Nota: Algunas curvas puede que no tengan tangente en cada punto.

Definicién: El limite

L Fla ) - £ ()
iz =0 D

se llama derivada de f en x (supuesto que el limite existe) y se denota por f'(x).

La notacion f'(x) se lee "f prima de x". También se usa mucho la notacion:

dy
dx



gue se lee " la derivada de y respecto a x".

Nota: Una funcién es derivable en x si existe su derivada en x.

Ejemplos para discusion: Halla la derivada de:

Ty=2x-73
AFx =2 +2x
e =2

X

Nota: En cualquier punto donde la tangente es vertical, la pendiente es infinita; la derivada, por
tanto, no existe.

Tema: Reglas de Derivacién

Ya hemos calculado derivadas a través de la definicion de la derivada como limite. Este
procedimiento resulta en muchas ocasiones largo y tedioso.

Existen varias reglas que nos permiten calcular la derivada sin usar directamente los limites.

Regla de las constantes: La derivada de una funcién constante es cero. Esto es, si f(X) = c, para
alguna constante c, entonces f'(x) = 0.

Ejemplos:



DS(x) =5 (x)=0
2glx)=0g(x) =0
IR =3, (x) =0

3
fy=—"1y'=10
Iy i

Regla de las potencias: Si f es una funcién diferenciable y f(x) = x", entones

f(x) = nx"*, para cualquier nimero real n.

Ejemplos:

Df(x) ==t
2)glx) =x™
h(x) = /x
AF(x) =x"

Regla del producto por un escalar: Si cf(x) es una funcién diferenciable, entonces

di[cf(x}] — ().
ey

Ejemplos:
DA(x =3x8
Dglx) =6x~
ki x) = _;xl”

47 (x)=-2x



Regla de la suma: La derivada de la suma de dos funciones es la suma de las derivadas. Esto es,
sifyg

son funciones direrenciales, entonces :
I:I.I 1 1
§5U1ﬂ+gﬁﬂ=f(ﬂ+g(ﬂ-

Ejemplos: Deriva las siguientes funciones y evaluarla en los casos indicados.

Dglx)=x"—dx+2e=2

mfuj=éLH+3f—zxc=—1

ki) =5—i'c =2

2t*’
5
Ny = Py
5
Dy = w
2
o - 3x7
Ny = f3x
By = :

23fx?

Ejercicio: Halla la derivada de:

Dy =5z -3x+7

2
2y =—
X

Tema: Derivadas de orden superior

Como la derivada de una funcion es otra funcién, entonces podemos tratar de hallar su derivada.
Si hacemos tal cosa, el resultado es de nuevo una funcién que pudiera ser a su vez derivada. Si
continuamos asi una y otra vez, tenemos lo que se conoce por derivadas de orden superior.



Por ejemplo, si f(x) = 6x° - 5x, entonces la:

primera derivada es : f(x) = 18x? - 10x

segunda derivada es: f'(x) = 36x - 10

tercera derivada es : f”’(x) = 36

cuarta derivada es : f¥(x) = 0

n-ésima derivada es : f (x) = 0

Ejemplos para discusion:

1) Si f(x) = -x* + 2x3 + x + 4, halla f”(-1).

2) Halla las primeras cuatro derivadas de :

ER N

Nota: Si f'(x) representa la pendiente de la gréfica de f, entonces '(x) representa la pendiente de la
grafica de f'. Asi también, f”(x) representa la pendiente de la grafica de f".

Tema: Velocidad y Aceleracién



Definicion: Si s(t) representa la funcion posicion de un objeto en el tiempo t que se mueve a lo
largo de un recta, la velocidad del objeto en el instante t, est4 dada por:

st + M) — s(E)
—

vii) =gt = B_IH]

Ejemplo: Un objeto se mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuacion

s(t) = 2t* - 12t + 10, donde s se mide en pies y t en segundos.

1) Completa la tabla de valores e ilustra en una recta numérica el movimiento del objeto.

t s(t)

2) Halla la velocidad del objeto cuando t=0,1,2,3,4.

Si s(t) = 2t* - 12t + 10, entonces v(t) = s'(t) = 4t -12. Por tanto:

v(0) =



v(2) =
v(3) =

v(4) =

3) Indica cuéando la velocidad a cero.

Nota: La velocidad puede ser negativa. Para el movimiento horizontal consideramos la velocidad
negativa cuando el objeto se mueve hacia la izquierda y positiva cuando el objeto se mueve hacia
la derecha. La velocidad es cero cuando el objeto invierte su sentido de direccion.

Cuando el objeto se lanza al aire verticalmente, consideramos la velocidad positiva mientras el
objeto se esta elevando, cero cuando alcanza su altura maxima y negativa cuando cae.

Definicion: Si s(t) es la funcion posicién de un objeto que se mueve a lo largo de una recta, la
aceleracion del objeto en el instante t, esta dada por a(t) = v'(t) = s"(t), donde v(t) es la velocidad
en t tiempo.

Ejemplo: Se dispara un proyectil directamente hacia arriba desde la superficie de la tierra con una
velocidad de 400 pies/seg. Su distancia sobre la superficie de la tierra después de t segundos esta
dada por la ecuacién s(t) = -16t* + 400t.

1) Halla el tiempo cuando el proyectil toca la superficie de la tierra.
2) ¢ Cual es la altura maxima que alcanza el proyectil?

3) ¢ Cuél es la aceleracion en cualquier tiempo?

Nota: La derivada de una funcion se puede interpretar de dos maneras:



1) Interpretacion geométrica: Donde f'(c) es la pendiente de la recta tangente a la gréafica de y = f(x)
en el punto (c,f(c)).

2) Interpretacién fisica: Cuando la posicion de un objeto en t tiempo esta dada por s(t), entonces
s'(t) es la velocidad instantanea del objeto en t.

Tema: Reglas de derivacién para productos y cocientes

Regla del producto: La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la primera
funcién por la derivada de la segunda mas la segunda funcién por la derivada de la primera. Esto
es,
d
%

[f(x)glx)]=Fix) g'(x)+glx) f'ix).
Ejemplos para discusion:
1) F(x) = (3x - 2x%)(5 + 4x)

2) G(x) = (1 +x1)(x- 1)

Regla del cociente: La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto del
denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada del denominador
dividido todo por el cuadrado del denominador. Esto es,

d f(x)]= g(x) f'(%) - F(x) g'(x)
dx | g(x) E&A

donde g(x) es diferente de cero.



Ejemplos para discusion:

oxt

Ty =

Y3

2y F (%) = o
3x? -5

Ejercicio de préactica: Halla la derivada de:

Ly = (x+ 1" +1)

x—-1
Py =
)y x+7
(1-20)(3x+2)
e 57— 4

Tema: Reglas de Derivacién

Regla de la Cadena

Siy = f(u) es una funcion derivable de u y u = g(x) es una funcién derivable de x, entoncesy =
f(g(x)) es una funcion derivable y :

j;x[ﬂg(x:l:l] - Fw) '),

Ejemplo: Siy = 3u™ y u = 2x - 1, entonces la derivada es el producto de:

(15)(3u**)(2) = 90u**. Finalmente, al sustituir a u por 2x -2, tenemos que la derivada es 90(2x - 1)*.



Regla de las Potencias

Siy = [u(x)]" donde u es una funcién derivable de x y n es un nimero real, entonces:

Ejemplos: Halla la derivada de:

DF(x) = (3x-2x°)°
2)g(x) = 3(2x - ¥

3y =3(x" +2)7

_ 7
D) =

_ 2
5:W=[3x1]

]
¥ +3

Ejercicio de préactica: Halla la derivada de:

Ty =(3x° + 1
-4

PG

Tema: Derivadas de funciones trigonométricas

A. Derivadas de funciones trigonométricas basicas



2 Lsen(x)] = cos(x) A oee(n)]= seeln) tan ()
ax ax

a _ i 2
E[cos(x)] senlx) dx[mt(x)] cec”(x)

i[1:5:11(xj|]= sec” (x) i[l:sc:[x]l] = —csc(x)cot(x)
dx dx

Ejemplos para discusion: Halla la derivada de:

1)y=3senx
2) y = X + COS X

_ sen(x)

Ny 5

4)y =X -tan x
5)y=xsecx

6)y = 1-cos(x)

sen(x)

Ejercicio de préactica: Halla la derivada de:
1)y =2 cos x
2) y = x* - sen x

3) y =sec x tan x



B. Derivadas de funciones trigonométricas

D oon(u)] = costu) -

2 < [c0s6)] = ~sen(u) 2

9 < lran)] = sec* () 5

4L foor)] = ~esc? @) 2

9 < sec(u)] - sec(u) tan(e) -

&) i[csc(uj] = —cscls) cotn) j;j

Ejemplos para discusion: Halla la derivada de:
1) y = sen 2x
2)y=cos (x-1)

3)y = x* tan x?

Ejercicio de préactica: Halla la derivada de:
1) y = cos 3%
2)y =sen (3x* + 5x - 7)

3) y = tan (2x° + 3)



Tema: Derivaciéon implicita

Hasta el momento las ecuaciones han sido expresadas en forma explicitas. Esto es, la ecuacién ha
sido expresada respecto a una variable en términos de la otra. Por ejemplo, y = 2x - 3 es una
ecuacion expresada respecto de y en términos de x.

Pero existen ecuaciones que no estan dadas explicitamente. Por ejemplo, las ecuaciones:

2x+y=4
xy =1
X2+y2:9

no estan dadas en forma explicita. Tales ecuaciones estan expresadas en forma implicita. Para
derivar una ecuacion implicita no es necesario expresarla en forma explicita. Se puede utilizar un
método conocido por derivacion implicita. Es un método que consiste en derivar cada término por
separado en la ecuacion dada.

La notacioén :

dy

%
se lee "la derivada de y respecto a x". Para entender cémo hallar la derivada de y con respecto a x
implicitamente, se debe observar que la derivacion se efectua respecto de x. Esto es, cuando

derivamos términos que contienen solo a x, se deriva como de costumbre, pero al derivar términos
con y se aplica la regla de la cadena.

Ejemplos: Deriva respecto a x las siguientes expresiones:
1) 4x°

2) 2y°



3) x+ 2y

4) xy®

Ejemplos: Halla la derivada de y respecto a x de:

1)x*+y?*=9

2)xy3=1

3)seny =x

4) Calcula la pendiente de la recta tangente a x* + xy + y> = 7 en el punto (1,2).

APLICACIONES DE LA DERIVADA

| Derivadas |
[ Tioos
| Primera derivada | | Segunda derivada

| Para hallar | Para_halar
\

NGmeros cri ticos

Comportamiento de f

Maximos y mi nimos
relativos

Concavidad de la funcidon

Punto de inflexion

Maximos y mi nimos
relativos

| Defnicion

‘ Teorema

Criterio

‘ Definicid n

| Definicid n

| Criterio

C €S un n mero que pertenece
al dominio de f con f(c) =0
6 f(c)noesta definida

f(x)>0, ferece
f(x)<0, fdecrece
f(x)=0, fconstante

+- Maximo relativo
-+ mi nimo relativo
++ 0 -~ ninguno

Sifes derivable en (a,b):
f'(x)>0, f'crece, f cd ncava arriba
f'(x)<0, f decrece, f concava ahajo

Punto donde cambia la
concavidad. Donde f'(x)=0
6 f'(x) no esta definida.

f'(c)>0, f(c) mi nimo relativo
f'(c)<0, f(c) ma ximo relativo
f'(c)=0, no aplica

Candidatos para:

DERIVACION




Derivada
| | Definicion | Aplicaciones
Como pendiente Cqmo Ii mlte de_l Velocidad
de unacurva cociente diferencial
v(t) =s'(t)
Para hallar:
Ecuacién de la Aceleracion
recta tangente a(t) =s"(v
Mé todo
Derivacion
Puntos donde impli ci
la tangente impli cita
es horizontal
Reglas
Funciones Funciones
algebraicas trigonométircas
on. | para
Constantes Las seis
| | Potencias funciones
Producto por un escalar trigonomé tricas
Suma
Producto
Cociente

Regla de la cadena
General de las potencias




