ECUACIONES CON 2 INCOGNITAS

Podemos definir alas ecuaciones como unaigualdad entre expresiones
algebraicas (encadenamiento de nimeros y letras ligados por operaciones
matematicas diversas),en la que intervienen una o més letras, |lamadas incognita
(cuyo valor hay que averiguar). Las expresiones que estan a ambos lados del signo
igual son los miembros de la ecuacion: primer miembro € delaizquierda, segundo
miembro el dela derecha. Se denomina solucién de una ecuacion aun valor o
conjunto de valores de laincdgnita (x), paralos cuales se verificalaiguadad.

Una ecuacion puede tener ninguna, una o varias soluciones. Por gjemplo:

5x —9 =1 esuna ecuacion con unaincognita con una solucion, x = 2

x 2+ y 2+ 5 = 0 es una ecuacion con dos incognitas sin solucién, pues la sumade
dos cuadrados es un nimero positivo, a partir del cual no se puede obtener 0

sumandole 5.

2x + 3y = 15 es una ecuacion con dos incognitas que tiene infinitas soluciones,
algunasdelascuaessonx=0,y=5; x=3,y=3;x=30,y=-15.

Dos ecuaciones se [laman equivalentes si tienen las mismas soluciones o ambas
carecen de solucion. Asi, laecuacion 3x—7 = x + 1 esequivalentea2x—-8=0
porque ambas tienen como solucién Unicax = 4.

Tipos De Ecuaciones

Las ecuaciones con una incégnita suelen tener un nimero finito de soluciones,
mientras que en las ecuaciones con varias incognitas encontramos infinitas

soluciones, las que suelen ser estudiadas cuando forman sistemas de ecuaciones.

Podemos encontrar digtintos tipos de ecuaciones con una incognita: polindémica,
racionales, exponenciales, trigopnométricas...

Las ecuaciones polinémicas son de laforma P = 0, donde P es un polinomio
en x, que a trasponer términos y simplificar adoptan esa expresion.

3% - 5x? + 3x + 2 = 0 es una ecuacion polinémica

Las ecuaciones polindbmicas de primer grado, ax + b = 0, se llaman ecuaciones
lineales.

5x+ 7 =3 eslineal.

(x—5)?+3=x*—1, también lo es porque a desarrollar y simplificar se obtiene
—10x+29=0.

Las ecuaciones polinémicas de segundo grado, ax® + bx + ¢ = 0, sellaman
cuadréticas.



Son ecuaciones de este tipo: X* - 5x +3=0, (x—2)*+ 7x=5+ x.

Las ecuaciones radicales son aquellas en las que la incdgnita esté bajo un signo
radical, como

L as ecuaciones racional es son ecuaciones en las que aparecen cocientes de
polinomios; por gemplo:

En las ecuaciones exponenciales la incognita esta en un exponente: 2% + 4** 1 —
18=0

En las ecuaciones trigonométricas la incognita esté afectada por alguna funcion
trigonométrica; por giemplo:

sen (P/4+ X) —cosx =1
Resolucién De Ecuaciones

Resolver una ecuacion es hallar su solucion o soluciones, o bien concluir que no
tiene solucion. Para resolver una ecuacion, se pasa a otra equivalente cuya fisonomia
es més sencilla. Para averiguar € valor de x debe despejarse la letraincognita. Para
ello nos valemos de una propiedad matemética (propiedad uniforme) que nos permite
poner un mismo nimero en ambos miembros de la expresion algebraica, Semprey
cuando se mantenga laigualdad.

4x—7+7 =1+ 7 (por eso se dice que un numero gque esta restando "pasa’
sumando).

Ix=1+7

4x=8

4x : 4 =8: 4 (por eso se dice que un numero que esta multiplicando "pasa’
dividiendo)

Tiene una Unica solucion: x = 2.

Sin embargo, hay tipos de ecuaciones para cuya resolucion se requieren técnicas
especiales. Es el caso, por giemplo, de las ecuaciones cuadraticas y bicuadradas.

Resolucidn de ecuaciones cuadréticas
No existe una Unica forma de escribir la ecuacion cuadrética

Laforma canénica: fpy = a (x— W) + v, [donde (-vy ; ) s lacoordenada del
vértice de la parabola)

La expresion polinémicafy = ax’ + bx + ¢ representan diferentes formas de
expresar la misma funcion. Veamos como se pasade una aotra



Partamos de una ecuacion polinémica:

fog = ax® + bx + ¢ Factoricemos a, paraello multiplicamos y dividimos todala
expresion por a.

Necesitamos que nos quede una sola x paraello
fabricaremos un trinomio cuadrado perfecto. Recordar el tercer caso de factoreo:

Tomemos™ " (donde esta x ) ¢COmo encontramos d término fatante?

igualemos los términos lineales (los que no estén elevados d cuadrado) 2 xy = X.

Buscamos"y", entonces despejémoda: y = . Observaquey en
el trinomio esté elevada a cuadrado, por lo tanto debemos sumar para
obtener . Pero paramantener laigualdad s sumo debo restar:

distribuyamos a y operamos mateméticamente para que quede:

(que es la ecuacion candnica)
Si tomamos esta ecuacion y laigualamos a cero podemos desarrollar una
férmula que permita, directamente de la polindmica, hallar los ceros de la funcion
(raices)

Por gjemplo, la ecuacion 2x¢ + 5x + 3 = 0 de coeficientesa=2,b=5,c =3, se
resuelve asi:



Esta misma ecuacion se podria haber resuelto despejando lax. Para ello, se
multiplica la ecuacion por 2:

4% +10x+6=0
Se pasa el 6 d segundo miembro:
4¢C +10x=—6

Se suman 25/4 para completar un cuadrado perfecto (el cuadrado de una suma)
en el primer miembro:

4x2 + 10x + 25/4 = -6 + 25/4
Simplificando:
(2x + 5/2)* = V4

[2x + 5/2| = ¥ (las raices a despejarlas quedan en médulo, y al sacar el modulo
puede tener dos resultados, uno positivo y otro negativo).

2X+5/2=%%

Como consecuenciadel signo +, laigualdad dalugar a dos ecuaciones:

2x+5/2=1%

2X+52=-%

Resolviéndolas se obtiene:

2X+°p =% >2x=2 > xl=1

X+52=-Y%—2x=-3>x2=-,

Siguiendo este largo proceso se obtienen |as mismas soluciones que mediante la
férmulainicial. Es claro que la aplicacion de ésta es un procedimiento mucho mas
comodo. De hecho, laférmula se obtiene algebraicamente a partir de la ecuacién
general mediante un proceso similar al que se ha seguido para resolver esta ecuacion

concreta.

Las ecuaciones de segundo grado de los tipos siguientes se |laman incompletas
porque les falta uno de los términos:

ax+bx=0
ax+c=0

Se pueden resolver aplicando la formula general, pero es més comodo
resolverlas despejando directamente la x.



En € primer caso,
aé+bx=0— (ax+b)x=0

Una solucion esx = 0 y la otra se obtiene resolviendo la ecuacion lineal ax +
b = 0. Por gemplo:

3¢ +5x=0— (3x+5)x=0
Las soluciones son: x = 0; x=-—5/3.
En & segundo caso,

al+c=0—oa’=—-c—o xX=-cla

Por gemplo:

3X-17=0—3x =17

Resolucién de ecuaciones bicuadradas

Se Ilama bicuadrada a una ecuacién polinémica de cuarto grado que no tiene
términos de grado impar:

a+bx+c=0(1)

S serealizad cambio de variable X2 = z con lo cual x* = 7%, entonces se
transforma en una ecuacion de segundo grado:

aZ+bz+c=0(2)

Cada una de sus soluciones puede dar lugar ados, una o ninguna solucion de la
ecuacioninicial. Asi, s y es solucion de la ecuacion (2), se verifica que:

S z1 >0, entonces x; = , Xo = - son raices de (1);
s z; =0, también x; = 0 esraiz de (1);
S 21 <0, % =z no dalugar a ninguna solucion real de x.

Por gemplo, la ecuacion bicuadrada:



X*-x2-12=0

se transforma, mediante el cambio de variable x* =y, en la ecuacion de segundo
grado:

Z-7-12=0

Cuyas soluciones son

Por tanto, las Unicas raices reales de la ecuacion son x; = 2, X, = — 2.
Sistema de ecuaciones:

Conjunto de ecuaciones cuyas soluciones comunes se pretende hallar. Para
indicar que varias ecuaciones forman un sistema, se abarca el conjunto de todas ellas
conunallave.

Las ecuaciones de un sistema suelen tener dos o més incognitas, por 1o que cada
unade elas puede tener infinitas soluciones. Se llama solucion del sstemaauna
solucion comin atodas las ecuaciones que lo forman. Resolver un sistema de
ecuaciones es hallar todas sus soluciones o concluir que no tiene solucién. Si dos
sistemas de ecuaciones tienen las mismas soluciones o ambos carecen de solucién, se
dice que son equivalentes.

Los sstemas de ecuaciones sin solucion se llaman incompatibles y los que
tienen solucion, compatibles.

Por gemplo, e sistema formado por las ecuaciones 2x - 5y = 16 y 4x + y= 10 se
expresa asi

Lasolucion de este sistema es x = 3, y = -2 porque es solucién de ambas
ecuaciones. Es, por tanto, un sistema compatible.

El sistema es incompatible, pues no tiene solucién.

Los sistemas de ecuaciones lineal es son especialmente interesantes por las
multiples aplicaciones que tienen en diversas ciencias.

Sistemas De Ecuaciones Lineales: Una ecuacion con varias incognitas es
lineal si esdelaformaax+ by =c,



ax+by+cz=d,..., esdecir, s las incognitas aparecen sin exponentes (elevadas
al).

Un sistema de ecuaciones lineales compatible, o bien tiene solucion Unica (es
determinado), o tiene infinitas soluciones (es indeterminado).

Existen varios méodos elemental es para resolver sistemas de ecuaciones: €l
método de sustitucion, € método deiguaacion y el método de reduccion. A
continuacion se aplican en laresolucion de sistemas de dos ecuaciones con dos
incognitas.

El método de sustitucién consiste en despgiar una de las incdgnitas en unade las
ecuaciones y sugtituir su expresion en laotra, la cua se transformara en una ecuacion

con unaincognita que se puede resolver. Unavez conocido € valor dedicha
incégnita se obtiene, de inmediato, el valor de laotra. Pararesolver el sistema

por el método de sustitucidn conviene despejar la'y de la segunda ecuacion:

y =10 -4x

Ahora se sugtituye su valor en la primera:

2x-5(10-4x) = 16

Se resuelve la ecuacion resultante, pues solo tiene unaincognita:

2x—50+ 20x =16

22X =66

X=66:22=3

Ahora € valor de x se sustituye en la expresion de y obtenida antes:

y=10-4x=10-4-3=10-12=-2

Se haobtenido asi lasolucion x=3,y=-2.

El método de igualacion consiste en despejar la mismaincognita en las dos
ecuaciones eigudar sus expresiones, obteniendo asi una ecuacion con unaincégnita

Una vez resuelta se obtiene facilmente el valor de la otraincognita.

Para resolver por iguaacion el sistema anterior:



se puede despejar la x en ambas ecuaciones e igualar sus expresiones:

Por dltimo, se sugtituye el valor dey en adguna de las expresiones de x:

Se haobtenido lasolucionx =3,y =-2.

El método de reduccién consiste en procurar que una de las incognitas tenga el
mismo coeficiente en las dos ecuaciones para que, a restarlas miembro a miembro,
se elimine dicha incognita, dando lugar a una ecuacién con solo la otraincognita. Se
resuelve dicha ecuacion y el valor de laincdgnita se sugtituye en una de las
ecuaciones primitivas, y con ello se puede obtener el valor de la otraincognita.

Para resolver por reduccion €l mismo sistema:

se multiplican los dos miembros de la primera ecuacion por 2 con el fin de que
el coeficiente de lax sea el mismo en ambas ecuaciones:

4x—10y = 32

4x+y=10

Ahora, restando miembro amiembro se obtiene la ecuacién siguiente:
—1ly=22® y=22:(-11) ® y=-2.

Y se sustituye en una de las ecuaciones iniciales:

2x—-5(-2) =16

2x+10=16

Lasolucionesx =3,y =-2.



Representacion gréfica: Unaecuacion lineal con dos incdgnitas, ax + by = c,
se representa mediante una recta.

La representacion de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas
consiste en un par derectas. Si éstas se cortan, el sistema es compatible determinado
y las coordenadas del punto de corte son la solucion del sistema. Si las rectas son
paralelas, el sistema es incompatible. Si las rectas son coincidentes (son lamisma
recta), el sistema es compatible indeterminado: sus soluciones son los puntos de la
recta.

Por gemplo, e sistema de ecuaciones

se representadel siguiente modo:

Jx+d4yp =10

Mz,u ”

(0,0

2x+y =5

El punto en que se cortan las rectas, (2,1), eslasoluciéon del sistema: x = 2,
y=1

Una ecuacion lineal con tresincognitas, ax + by + ¢z = d, se representa mediante
un plano. Larepresentacion de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incoégnitas consiste en tres planos cuya posicion relativa determina que € sistema sea
compatible o incompatible. Si los tres planos se cortan en un punto, € sistemaes
compatible determinado y si se cortan en unarecta, el sistema es compatible
indeterminado, pues tiene infinitas soluciones



