INTRO. LA INTEGRAL INDEFINIDA

Se inicia en este tema el estudio de la integral, concepto fundamental de lo que se
conoce como calculo infinitesimal, que alcanz6 su auge y desarrollo durante el siglo
XVII .

Aunque la utilidad del célculo integral es altay variada, ésta no se presentara con
toda su fuerza hasta tomar contacto con laintegral definida. El objetivo de este tema
y del siguiente es mostrar las técnicas mas comunes para el calculo de integrales
mas o menos sencillas; una vez conocidas estas técnicas, llegara el momento de
explotar su uso en el célculo de areas y volimenes.

E= Hay, primordialmente, dos matemaéticos coetédneos intimamente ligados a los inicios del
calculo infinitesimal, el inglés Newton (1642-1727) y el aleman Leibniz (1646-1716), si bien,
hubo otros matematicos que de una u otra forma trabajaron en ello, como Kepler, Fermat
(1601-1665), Cavalieri (1598-1647), incluso Arquimedes (Ap. 288 a.C.- Ap. 213 a.C.), que
utilizé un método para el célculo de areas que se aproxima rudimentariamente al calculo
integral.

Newton y Leibniz (Newton unos afios antes) sientan las bases del andlisis infinitesimal
aungue por vias distintas, quedando fuera de toda sospecha que alguno se aprovechase
de los hallazgos del otro. Aunque en los inicios se comunicaban los progresos que hacia
cada uno, llegaron a surgir comentarios de matematicos ajenos a todo ello que, en
ocasiones, calificaban la obra de Newton como plagio de la de Leibniz; en otras ocasiones
era a la inversa, y esto provoco la enemistad de ambos.

Todo esto hizo que Newton, poco antes de morir y habiendo fallecido Leibniz unos afios
antes, ordenara suprimir un comentario de su obra «Principia» en el que se citaba a su
otrora amigo como autor de un procedimiento de célculo similar al suyo.

Leibniz es, ademas, el responsable de la actual simbologia del célculo infinitesimal, y no
s6lo eso; fue el primer matematico que utilizo el - para expresar una multiplicacion y : para
denotar un cociente, entre otras muchas mas aportaciones.

FUNCION PRIMITIVA DE UNA FUNCION

Dada una funcion cualquiera f(x) definida en un intervalo cerrado [a,b], se llama funcion
primitiva de f(x) a otra funcién F(x) cuya derivada sea f(x) en dicho intervalo. Es decir, F'(x)
= f(x) para todo x de [a,b].

Asi:

La funcién sen x es una primitiva de cos x puesto que (sen x)' = cos X.

% | =

La funcidn fn |x| es una primitiva de 1 ya gque (in [«|)' =
X

| I - N
La derivada de = as = —§-3x = 2



Asi, 5 es una primitiva de la funcidn %2,

PROP. DE LAS PRIM. DE UNA FUNC.

Primera propiedad
Si F(x) es una primitiva de f(x) y C una constante cualquiera (un nimero), la funcién
F(x) + C es otra primitiva de f(x).

Demostracion:

Basta recordar que la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las
derivadas de las funciones, y que la derivada de una constante es siempre cero.

(FX)+C)=F((x) +C =1(x) + 0=1(x)

Ejercicio: primitivas de una funcién

A Encontrar tres primitivas de la funcién cos x.

Resolucion:
+ Se sabe que sen x es una primitiva de cos Xx.

+ Tres primitivas de cos x son, por ejemplo,

m
sehnx+3, sehx-In2, senx+§

Sequnda propiedad
Si una funcion tiene una primitiva, entonces tiene infinitas primitivas.

Demostracion:

Si F(x) es una primitiva de f(x), para cualquier constante C, F(x) + C es otra primitiva segiin
la anterior propiedad. Asi, hay tantas primitivas como valores se le quieran dar
acC.

Tercera propiedad
Dos primitivas de una misma funcién se diferencian en una constante. Esto es, si F(x) y
G(x) son primitivas de la funcién f(x), entonces F(x) - G(x) = C = cte.

Demostracion:



Hay que recordar que si una funcién f(x) definida en un intervalo cualquiera tiene derivada
cero en todos los puntos, entonces la funcion f(x) es constante. Es decir, si f'(x) = 0,
entonces f(x) = C.

Pues bien, si F(x) es una primitiva de f(x), F'(x) = f(x);
si G(X) es otra primitiva de f(x), G'(x) = f(x).

Restando miembro a miembro, F'(x) - G'(x) = (F(x) - G(x))' = f(x) - f(x) = 0, de donde se
deduce que F(x) - G(x) = C.

INTEGRAL INDEFINIDA DE UNA FUNC.

Se llama integral indefinida de una funcién f(x), al conjunto de todas las primitivas de la
funcién f(x), y se simboliza

_[f{x} dc

Esta expresion se lee «integral de efe de equis diferencial de equis».
Por las propiedades de la funcién primitiva, si F(x) es una primitiva de f(x),

_[f(x} d = Flx) +C,

donde C representa una constante llamada constante de integracion.

Ejercicio: calculo de primitivas

(T Calcular jcos ol
Resolucién:

* Puesto que una primitiva de cos x es sen X,

jcosx v = senx+C
1
& Hallar j— o,
X
Resolucién:

®ina primitiva de 1 es i |+
X

Por consiguiente,
1
_[— che = In |x[+ C
X

3 Encontrar Ixz i,

Resolucién:

*Por ser = una primitiva de %2, _rxz i = §+C



INTEGRALES INMEDIATAS

De la derivacion de funciones elementales se deducen sus correspondientes integrales
llamadas inmediatas. Es necesario aprender estos resultados si se pretende ser agil en el
calculo de otras integrales menos sencillas.

1._[f'(x;| d = f(x)+C y
jdx = x+

i+

Z.Ixmdx= X G sim#-1
o+

[
3._[;@{ = Jn |4+ £

X

4._raxdx= Ia +, siendo >0y a#1
na

ﬁ.jex de = ™+
E.jsenx dy = - cosx+0C

?.Icosx ch = senx+ O

__fosenx .
B.Itgxdx— -[cosx the = = In|cos x|+ C

El.jcotgxdx = IZZi i

1I]._[ 1 dx=jseczxdx=tgx+f3
oSt X

= In |sen x|+ C

11._[59;2 de =_[cosecz xdv=-cotgx+C

12.Isecx-tgxdx= secx + 0



13.-[00590 woootgxdy = - cosec x+ 0

= afc sen x+0 = - afcoosx + 0

14.]%

15._[ dx2 arctgx+C=- arccotg x+ 0
1+x

= gfcsec x+ = - arccosec x+ O

15{%
= In }xnfﬁ

+ 1

ol

1?.Im

cfx
18. =in
'r -1

PERT

+

(rig 1 x-=1
== In

19._[}{2

de 1 1+ x
20._[1_X2 =5 I p—

Ejercicio: calculo de integrales inmediatas

(T Calcular Ix4 e
Resolucién:

+ Es una integral inmediata perteneciente al segundo caso, en el que m = 4.

4+1 5
S N R
_rx il _r4+1 + = +12
{E}Hallarjidx
X‘S
Resolucion:
j%dx = | %7 e = (En este caso m=-5)
-5+# -4
:X +G:X +0 = - 1 +{




& Calcular IXE«J'E o

Resolucion:

3
®FEccribiendo mII'X_a en forma de potencia, x"{)? = x2

* Por la propiedad del producto de potencias de la misma base,

A =52 x

T
= x2 [En este caso m= %]

PRI

242
=K 2

Por tanto,

+0 =

-[XQM'I._G"X sz dx—?

—+]

9
+c=§x5+c=§@+c

e
rol | Kop o

@ Hallar _[3}‘ che

Resolucién:

+ Es una integral inmediata perteneciente al cuarto caso en el que a = 3.

X

jaxarx= 3

)
J'n+

O Comprobar la veracidad del vigésimo caso de integral inmediata.

Resolucién:

* Hay que probar la certeza de la igualdad

e |1+ x|
L-x’- I (e M

Basta demostrar que la derivada de la funcion

1 n T+x 1
2 -« 1=l
_Wx 1+ X
®*Fecordando que [in |u{x}|} { ] v llamando wx)=—— porladervadade un
cociente,



u'(X}=1":1'K:"|:1+K:I'|:‘1]:1-X+1+x: 2

(1- ) (-7 (1-%7
Asi,
2
v (-x? L Al-x) o 2 2
ufx) ?I+_>< (T+39(1-32  (1+21-%) 1-2
- X

Se concluye que
[ 1 n ] :l. 2 = 1
2 2 1-x7 1-x°

Por consiguiente,

1+
1-x

METODOS DE INTEGRACION ( I)

Integracidon por descomposicion

Este método se basa en la aplicacion de dos propiedades elementales de las integrales:

+ Primera propiedad de las integrales

La integral de una suma (respectivamente diferencia) de funciones, es igual a la suma
(respectivamente diferencia) de las integrales de las funciones.

Esto es,

j[f{x} + g{x)] dhe = _[f(x} dx+jg{x} i
j[f{x} - g{x)] dhe = _[f(x} dx-jg{x} i

Demostracion:
SiF(x) esuna primitiva de f{x), jf{xj e = Flx)+ 0y
=1 Eix) es una primitiva de gx), Ig{x} div = Gx)+ o

Entonces, F(x) + G(x) es una primitiva de f(x) + g(x) y F(x) - G(x) es una primitiva de
f(x) - 9(x), ya que:



(FO) + G(x)) = F(x) + G'(x) = f(x) + g(x)
(F(X) - G(X))' = F'(x) - G'(x) = f(x) - 9(x)

Por tanto,

_[(f(XJ +ofx)) dhe = Flx) + Gl + G+ Cp = Pl + G+ Gio) + G =
= _[f(x} dx+jg{x} d

Analogamente,

[ (769 - 609y ebe = [ 69 cbe- [ g obe

+ Segunda propiedad de las integrales

La integral del producto de una constante por una funcién, es igual al producto de la
constante por la integral de la funcion.

Es decir,

jk-f{x} dx = R-I;F{x} dc
Demostracion:
=1 F(x) es una primitiva de Fx), jf{x} div = F{x) + 0.

Pero (k - F(x))' =k - F'(x) = k - f(x), lo que indica que k - F(x) es una primitiva de
k - f(x). Por tanto,

jk-f{x} dhe = ke Fix)+Cy = k-[F{x}+G—;] = k- (F(x)+cte) =
= k--[f{xj i

Ejercicio: calculo de integrales aplicando el método por descomposicion

(@ Calcular _[{3;2 + 53 e

Resolucién:

®Por la primera propiedad, I{sz +8x) oy = Isz dx+j5x cli
®Por la segqunda propiedad, ISXE =13 -sz al -[5}{ dx = E'IX clx

*Pern sz al jx dli

son integrales inmediatas pertenecientes al segundo caso.

En la primera, m= 2,y en la segunda, m = 1.
Asi,



2

_[xz dx=§+c1;_rxdx=%+cg

Por consiguiente,

_rﬁx +60x) dh = SIX dX+5jxdx 3. £+5x2 C=x3+5;2

& Calcular j{sen ¥+ 3 g x) dx

Resolucion:

j{senx+ 3 tgx) dx =jsenx e + -[3 b o = Isenx i + 3-[ b dv =
=-cosx-3lIn|cosx|+C

3 Calcular I{x‘z -1 iy

Resolucion:

+ Desarrollando por la férmula del cuadrado de un binomio:
(0 —1)% = x% - 2% 41

+ Asi,
j(x2—1,12 o = j{x4—2x2 +1) dx = _[x“ dx—EIxE dx+1jdx=
:i— 2){3 +x+ 0
5 3

@ Calcular I[B -ty WF dt

Resolucién:

(Obsérvese que ahora la variable es t y no x. Conviene acostumbrarse al manejo de
cualquier variable aunque la mas utilizada sea la x.)

®Eypresando J? en forma de potencia, u"t_ =12,

+ Aplicando la propiedad distributiva del producto:
(3-12) = (312 1Mo g W2 g2 M2 _ g2 _ga2

* Entonces,
_[(3 — 12y 12 g = _[(3115"- ~ 1502y gy = 3_[:“2 it —_[15!9 dt =



1a 34 i 7
3t2 2 332 t2 c
= - = - -+ =
1 g 3 7
—+1 4+ — —
2 2 2 2
3 7 3 7
23 5 2= = 2.3
S = C Y HE e Cp R 5
3 70 700
= Calcular dex
X
Resolucién:

+ Descomponiendo la fraccién en suma de fracciones:

25 -T -4 28 T4

= 2w-T -4l
e 2w K

- Por tanto,

3_4.2_
j#dx:jzxdx—j? dx—ja-x‘z e =

= zjx e - :-'_[arx - djx_z o =

22 (2
= -Tx-4 =
A T
!
= x% - Tx- FC=x T+l

7
& Calcular I[sz +COSX + e
A -1

Resolucién:

il

I[S;s{z +COSK + \,l";;—q] iy = 3-[%2 dx+-[cosx dx+?jm =
3

:3}3{ +senx+7 In |x+~Jx2—1

=y +senx+7 In },Hn.lxzq

+0; =

+1(

Integracidon por cambio de variable (o sustitucidn)

Este método consiste en transformar la integral dada en otra mas sencilla mediante un
cambio de la variable independiente. Aungque algunos casos tienen un método preciso, es




la practica, en general, la que proporciona la eleccion del cambio de variable mas
conveniente.

Se comenzard por estudiar aquellas integrales que son casi inmediatas.

m+
-_[u'{x,l-u{x,lm de= 200 e sime
Xmﬂ
oe sabe que la derivada de 1 asx™
+

Si en lugar de x se tuviese una funcién u(x), x ® u(x) ® u(x)m , laregla de la cadena

. 4™ M.y
asegura que la derivada de — CERY SRR T Y
Por tanto,
umﬂ
.ru'-umdx= +Csimz -1
o+

Como se ve, se ha escrito u en lugar de u(x) por simplificar la notacion.

Ejercicio: calculo de integrales inmediatas por cambio de variable

(I Calcular -[2}{[1 + 520

Resolucion:
®35i se hace el cambio wx) =1 +x°, 5o ohsera gque W' xl = 2x
3+ 4 244
. ] _ C 3 _u _u _U+Xj
oA, _[2x(1+x ] dx-_[u Wiz o Cx e C =il

@ Calcular jx (% =37
Resolucion:

®Hacienda el cambio v = x° - 3 0=2x

+ Sin embargo, en la integral no se tiene 2x sino x. Este contratiempo se

salventa sin ma s que ohservar que x = E-Ex, es decir, basta muttiplicar y dividir

por la constante (en este caso 2) que falta.

1 %u:::

Jxpe-3 dx=;— [2x:2-3 dx=% BT >

(x? -3 +C

| —



3 Hallarjcosx-sen3xdx
Resolucion:
®5i e ohserva que fsenx)l'=cos x, llamando uw = sen x, W'= cos x

4 1

jcosx-senS ® oy = Iu'-aﬁ ol = 2 0= _—sentx+C
4 4
X2
& Calcular_[ e
T+ 37
Resolucién:

®Se escribe la raiz en forma de potencia, 1+ ¥ = (1+ }(3)1JI2

2 %

] = = 2 + s
T a0

®Se hace el cambio w = 1+x° — u = 3x°

+ Se multiplica y se divide por 3:

L ] M = +
) d = In |ufx)|+C

: . : . 1
En eltercer caso de integral inmediata, es claro que la derivada de in J¢|es —
X

Si en lugar de x se tuviese una funcién de x, u(x), la derivada de In | u(x) |, por la regla de
wix]
f 3]

la cadena es . por lo gue

jidx Il ©
u

Ejercicio: calculo de integrales por cambio de variable



2
(T Calcular -[ 2;3{ - e

Resolucién:

®Hacienda el cambio v = 2:° -7ou= Bix?.

+ Se multiplica y se divide por 6:

'[EXS-? -[2x3 7 :%j%d“% n -7+

@ Calcular IU + g0 o

Resolucién:

®[esarrallanda, |:1+:f3_:;;s<]|2 =1+2 .’rgx+tg2x:1+tg2x+2 tgxzseczx+2 bgx

Por tanto,

jlﬂ +ifg>=.']|2 dl = I(seczx+2 fg =) dv = Iseczxdx+2jtgx el

81X

®Escribiendo fgx =
COSX

7, 9 =enx , EENX
_[[1+tgx]| il jsec dx+2jcosxdx EQXJ'E-[cosx

®sidediante el cambio ¥ = cosx, W= - R X

_[[1+ng]| v = tgx - 2_[

d = tgx -2 In jcosx|+C

'ju'{x}-e”(x) e = e 4
La derivada de eX es la propia funcion eX . Sien lugar de x se tuviese una funcion
u( x ), la derivada de eu( X ) por la regla de la cadena es eu( X ) Su(x).

Por consiguiente,

.[U"E'u dy = e+



METODOS DE INTEGRACION (1)

Ejercicio: calculo de integrales mediante cambio de variable

S
(I Calcular Iﬁxz e
Resolucion:
* En primer lugar se saca de la integral la constante 5.

3

®0el cambio v = %7 g2 tiene que =37

+ Se multiplica y se divide por 3:
_[5%2 & ol = 5_[){2 e g = %_[3%2 & gy =
:§ ey = %e“ﬁ] :gefﬂf}

& Hallar jemsx EEnx oy

Resolucién:

®Se hace el cambio ¥ = cosx) W= - sehx.
+ Se multiplica y se divide por - 1

jemsx-senx che = —jemsx-(— senx) dy = -

3 Calcular _r—dx

Resolucién:

. 1
'S|u=w'r;=_<, s —
2.4x

+ Se multiplica y se divide por 2:




Haciendo un estudio analogo a los anteriores, se deduce que

ju'-a” che = ) +C

I a
'ju' (%) sen wixl dv = - cosufxl+ O vy Iu'{x} cos ux) o = sen uix)+ O

La derivada de - cos x es sen x. Por la regla de la cadena, la derivada de - cos u es
u' - sen u. Analogamente, la derivada de sen u es u' - cos u.
Asi se tienen

ju'-senu ch = -cosu+

ju'-cosu v = senu+C

Ejercicio: calculo de integrales

(T Calcular IEKE - senx o

Resolucién:

®l o se debe confundir la expresidn sen ¥ con sen” x

La primera de ellas significa sen (x - x - X), mientras que la segunda es (sen x) - (sen x) -
(sen x).

® 50 hace el cambio w = xg; W= 3t

+ Se saca el factor 5 de la integral.

+ Se multiplica y se divide por 3.

_[5%2 -senx g = ijz-senxS ol :% _[3)(3 ‘men dy = —%casxg +

+ Como en casos anteriores es sencillo demostrar que:

2

_[ 4 dx=ju'-sec2udx=fgu+f3
CosT Uy

u
_[ 5— o = Iu'-coseczu di = —colgu+C
sen© Uy

Ejercicio: calculo de integrales

Resolucién:



+ Se saca de la integral la constante 13.

®5e hace el cambio v = {5;{}2 = 26x%; w'=E0x
+ Se multiplica y se divide por 50:

13x X 13 S0x
— e =13 ————t = | ————=f =
-[cosz (53x) -[.::052 (5 ) 504 cos® (Bx)?

=%tg (5x)°+C

& Hallar jcasecz T ol
Resolucién:

®5e hace el cambio w =3x, W'=3

+ Se multiplica y se divide por 3.

jcosecz dxdy = %IS -cosec® 3x dy = %Iu cosec? ud =
= %cotguﬁ_? = ;Cﬂfg3x+c

(3 Calcular j%-seez [X—_1] el

X

Resolucién:

+ Se extrae la constante 3 de la integral.

x=1
X

® 50 hace el cambio W=

Por la derivada de un cociente,
e Tx=-(x-T1_x-x+1

_ 1
% % %

jj—z-secz [qu] oy = 3-[% sec” [x_:] o = BIU"SECE Wik =

=3 tgu+C =3 tg [X:]m




Si u es una funcién de x, derivando por la regla de la cadena la funcién sec u, se obtiene u'

- sec u - tg u. Andlogamente, la derivada de la funcién - cosec u es u' - cosec u - cotg u. Por
tanto,

ju'-secu- tgudv = secu+
ju'-cosec u-cotg udx = - cosec u+ G

Ejercicio: calculo de integrales

I Calcular IsecEx- b2 ol
Resolucion:

®5e hace el cambio w=2x; W'=2.

+ Se multiplica y se divide por 2:

_[sec 2xtg Zxdy = % IE-SEC 2xctg dxdx =

1 Wemec W-tg udy = %sec 2x+C

2 Hallar jx-cosec x ooty %% e
Resolucion:

®5c hace el cambio W= xz; W=y

+ Se multiplica y se divide por 2:

jx-cosec % cotg %% g = 15 _[2}{- cosec x° - cotg %y =
= %(— COSEC x‘?] +0 = —lcosec ¥+

2
& Calcular jﬂdx
cost 2x

Resolucién:

®Hay que ohservar que o2 = 1 sen2x

ot Ty cos 2% cos 2w

= sec 2x-tg 2x

®*5e hace el camhbio w=2x; w'=2 y=e multiplica v se divide por 2:



sehn 2x 1
= |sec 2x-tg 2xdv = = |2 560 2x -t 2 i =
-[cosz 2 -[ g 2-[ 7

= %Iu'-sec yetgudy = %sec uw+G =

sec 2x+ O

B —

+ De los casos 14, 15y 16 de integrales inmediatas se deducen, de forma similar a como
se ha hecho en los casos anteriores, las siguientes integrales inmediatas por cambio de
variable:

o = arc seh W+ = —arc cos W+ G

I

_[ 4 =che = arctgu+ = —arccotg ur G
T+ u

u
j—dx = arc sec W+ 0= -are cosec w+ G

udu? -1

Ejercicio: calculo de integrales

2
(T Calcular j—dx
- dx?

Resolucién:

®Se escribe 43 en la forma [2}{]2.
Asi, se ve claro que el cambio que se ha de efectuar es:
L=2% =2

2 i 2 A
-[J1—:1x2 dx_-[J%{zx}? * jmdx

=grc oseh N+ 0= arc sen 2w+ 0

& Calcular I i =

1+9x

Resolucién:

.52 = (3}{]2. sise hace el cambio w=3x; w'=3

+ Se multiplica y se divide por 3:

d ¢ ode 1 3 _
-[1+;x2_-[1+[3Kxj2_§-[1+|:3xj2dx_

% ﬁdx =%arc fg Ix+ 0



3 Calcular I%
25 -16x

Resolucién:

+ Esta integral, aparentemente, no pertenece a ninguno de los tres casos, aunque tiene
cierto parecido a una integral del primer caso.

For tanto, w,|'25—15x = 125 [1— ] 5,’1

LT“I|-I=-

®Se escribe 26 - 16x° = 25 [1 _1E ><2] 25 [

®5e hace el camhbio w = ix; u':%
®Se multiplica v se divide paor =
_[ de :l_[ de :1__5-[ £ o _
425_15}(3 5 1_(4X]2 5 4 1_(4}{]2
5 3
=1—_[ o= larcsen u+D—1—arcsen£x+G
-2 4 4 5

La técnica utilizada para resolver esta integral es de uso frecuente en el calculo de
integrales de cualquiera de estos tres modelos que se estan estudiando.

(i

4+ 32

i@ Hallar j
Resolucién:

+ Siguiendo los pasos del anterior ejercicio:

4+3x%° =4(1+%x2] =4[1+[§ ]2]

+ Esta integral pertenece al segundo de los dos casos. El cambio que se
N}

dehe efectuar es w= —ux, W's
2 2

NE)

*5e multiplica y se divide por -



de

){2 J‘ 2:1.1 J‘z_z

4 4
43 1+[ ] '\E 1+[£;{]

.[de— arcitg u+=
2@'1+u 2.3
1 43
T e hp—x+
2.3 93
= Caleular

_[ il
;:m.lx2 -9
Resolucién:

®[le nuevo en este caso es preciso transformar la expresion ¥ -0 para que da
lugar a una integral del tercer caso:

“9[ ][l*]

. e _ o =l o
A '_[m.‘xz_g ISK\’[X]E—1 3.[}{[%]2_1

3

) ) X 1
®Haciendo el cambio v = =, W= =,
3 3

Por tanto, es necesario multiplicar y dividir por 3.

I_ELE:%I = 3I3
SN L vy

1 J‘L
9 X [5]2_1
3 W3
®Camo es preciso tener W'= % en el numerador, se multiplica y se divide par l:

—dx

el el e
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+ Delos casos 17, 18, 19, y 20 de integrales inmediatas se obtienen las siguientes
integrales inmediatas por cambio de variable:

e e

_[ Y dx=% P |

dx=.fn L+

+ 1

o= I (u + 13

w1 a+

L 1 T+u
—w == i
.[1_u2 IR oy

METODOS DE INTEGRACION (IIl)

Ejercicio: calculo de integrales

il
D Calcular -r—
Bx -1

Resolucién:

+ Esta integral pertenece al tercero de los casos. Basta escribir 6x2 - 1 de forma
adecuada: 6x2 -1= («.n'ré x)2 -1

®5c hace el cambio W= \.'b:x, W= Jﬁ

®Paratener 6 en elnumerador, se multiplica v se divide por B

cy w.-"E—dx _ Wb
-raxz-f-r Fx -1 JB_-[ 21 «F-ru 1

S, +C=2}5— I«Ex 1,

R
W+

]

ol
@ Hallar Im

Resolucién:



+ Escribiendo 25 x2 en laforma (5x)2, el cambio a efectuar es u = 5x; u' = 5.

+ Se multiplica y se divide por 5.

-[ cfx :_[ il :1_-[ Sl :“I_-[ Wl :
w252 1 Y fE? o1 B Jma? a1 5 e
TEITEES

in ’5x+«|'[5;=<]|2 +1

=_ In + =

+1(

T — m| —

3 Calcular j dxz
4

Resolucién:

+ Transformando adecuadamente 4 - x2, esta integral es del cuarto tipo:

SR

1

®Haciendo el cambio v = EE; u'= 5 =e multiplica y divide par %:

1

2'— 1
ol _1.[ 3 _2.[ u _
= _ o = 2 il =
-[4—;2 4 1_[X]2 40972
7
11, "3 1 |2+x
=—— Gz | >
22 " T
7

Integrales de la furma_[ a® - x% dx

Se estudia aqui esta integral por resolverse mediante un cambio de variable y por su
frecuente uso en el calculo de areas y volimenes mediante integrales definidas, que se
estudiaran mas adelante.

Para resolver una integral del tipo j«.l'az - % dx, siendo a una constante cualquiera,

se hace uso del cambio de variable, x=a - sen t.
Diferenciando, dx = a - cos t dt.

Asi,



\I.faz_xz = u'raz -3 zert t =ﬂr32[1—sen2tj =~.JII5'2'CD.32I‘ = g-cost

Par tanto, _[ a7 dx =Ia cost-acos tdl= 32_[6052:‘0#

Por trigonometria se sabe que:

cos2t=cost t- sent t

1= cOS° { +5&F |

1+cos2 t=2 cosz t, de donde

Sumando miembro s miembro
las igualdades

CDSQE:1+CGSEEZ1 1

5 550523

En consecuencia,

_[ a2 - 3 iy = azjcosz tot = az_r[15+%cosz t] ot =
:.5-2_[15 dt+az_[%c052tdt:az-%Haz-%ImsE tot =

32 2 2

:—t+a—-1.[2 cos 2 tdt:a—HisenEHC:
2 2 2 2 4

#f 1
—?[hisenE t]+G

Recordando que sen 2t=2sent - cost,

2

2
& 1 P 1 &
= [t+§sen2 t] == [t+§-2 sen t cos if] == [t+sen t cos i)

x
Fuesto que x = a sent, Sent—— ¥ COmo cos i =1- sen t,

cas2t— - _

For otro lado, de sent = —, t = arc sen—.
a' a

Se llega, finalmente, a la siguiente igualdad:

_[*.,l'az—xz G"X——[EFCSE'H£+£ 7 - K] +10

a



Ejercicio: calculo de integrales

D Calcular j«.lEl -2 o

Resolucién:

- Cambio de variable:
x=3sent
dx =3 costdt

'j 9- 2 dx=_[ 9-9 sen‘t -3 costdt=
=I3 1-sen<t 3 cos tdt =

=I3 cost-3 costdt =9jco.32 t it

®Cama cos t :%+1§cos 24,

_[*'.I'Ei—xz ol =9j[%+1§cos 2 t] ot = %h%jcos 2=

FJ| D R3] D

t+%-1§j2-cos 2 tdt= %H%sen? b+ =

1
b+ — 2H+C
[+Esen ]+

- Se deshace el cambio:
x=3 sent:sentzgﬁfzarcseng
sen 2t=2 sentcost
2 sen2t=2x,’1—xz
w0 = 2
cast=».,|'“l—.sen2t= 1—? 3 =
f

2

_[*.,l'El—x2 il =% arc sen3£+%2§ ’I—%]HD =

L

')
arc seﬂi+E 1—£ +
3 31 9

L
& Hallar _[a,.'B -2 o

Resolucién:

| 0

- En este caso se aplicara directamente el resultado al que se llegé:



X —X2

2 _ X
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