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|dea de limite de una funcién en un punto : Sealafunciény = x*. Si x tiendea2 a
qué vaor se gproximay :

X® 2 18 19 1'99 1'999
y® 324 3'61 3'9601 | 3'996001
X® 2° 22 2'1 2'01 2'001
y® 4'84 4'41 4'0401 | 4'004001

Luego cuando x se aproximaa 2 , tanto por la derecha como por laizquierdalosvalores
dey se acercan cadavez més a4 . Estaidea se suele expresar asi :

lim x> =4 (limite lateral por laizquierda)
X® 27

lim x> =4 (limitelateral por laderecha)
x® 2*

Cuando € limite por la derechay por laizquierda existen y son iguales se dice que
exigelimiteen esepuntoyes:

limx? =4

X® 2
Si los limites laterales en x = Xo son distintos entonces f no tiene limite en ese punto .

Definicién intuitiva delimite : dadaunafuncionf , e limite de f cuando x tiende a xg
es e valor a que se aproximan las imagenes mediante f de los puntos x cuando éstos se
aproximan al valor de xo .

Definicién matemética de limite: unafuncion f tiene limite| cuando x tiendeaxp S
es posible conseguir que f(x) esté tan proximo al como se quiera al tomar x
suficientemente pr6ximo a Xo ( tanto como sea necesario ) pero siendo x* Xo .

Decir que "f(x) se aproximaal tanto como se quierd’ equivale adecir que ladistancia
def(x) al es menor que cualquier valor e por pequefio que este sea , es decir /f(x)- l/<e.
Decir que "la variable x toma va ores suficientemente proximos axo " equivale a decir
que dependiendo de la proximidad de f(x) al , asi debera estar més 0 menos préximo x
aXp paraque se cumplala hipotesis /f(x)- I/<e, es decir , debe de existir un d tal que /x-
Xol<d .

Por lo tanto se dice que una funcion f(x) tiene limite | cuando x tiende axo , S para
cualquiera que sea el nimero e se puede encontrar otro nimero d tal que /f(x)- 1/ <e

paratodo x que verifique /x- X,/ <d



Utilizando la notacion matemética :
limf(x)=1 U "e $d /s Ix-x,/<d b [f(x)-I/<e

X® Xq

lim f (x) =1 U "el)=(-el+e) $e(X,)=(X,- dx,+d) /" xT € (x,) f(x)T &)

Observemos que la funcion no tiene por qué estar definida en xq para tener limite en ese
punto , incluso aunque esté definida no es necesario que seaigual al limite .

No obstante si f(x) esta definida en Xo y f(xo) = | entonces se dice que lafuncion es
continua en Xo .

Ejemplo : Veamos que Ii®rr;2x =6

Tomamos e=0'1 , esdecir , ladistanciaentre f(x) y € limite 6 es menor que 0'1 ,

/f(X) - 6/<0'1 por lo tanto /2x-6/<0'1 , -0'1<2x-6<0'1 , 5'9<2x<6'1 , 2'95<x<3'05,
3-0'05<x<3+0'05 , /x-3/<0'05 luego debemostomar d = 0'05

Podriamos tomar un e todo lo pequefio que nosotros queramos , y siempre
encontrariamosun d .

En general : /f(x) - 6/<epor lo tanto /2x-6/<e, -e<2x-6<e, 6-e<2x<6+e,
3-e/2<x<3+e/2 , /x-3/<e/2 luego debemos tomar d = e/2 , en general d depende del valor
de e que tomemos .

Limitesinfinitos en un punto (asintota vertical): Sedice que I(i@mf(x) =+¥ d para

cualquier k positivo se puede encontrar un dtal que f(x)>k cuando /x-xq/<d .
Sedice que I(i@m f(x) =-¥ g paracuaquier k positivo se puede encontrar un d tal que

f(x)<-k cuando /x-xo/<d .

Limitesen e infinito (asintota horizontal): Se dice que I(jarrlf(x) =| s paracualquier

e se puede encontrar un k positivo tal que /f(x)-l/<e paratodo x>k .
Sedice que I(!Drrl f(x) =1 s paracualquier e se puede encontrar un k positivo tal que

[f(x)-/<e paratodo x<-k .

Limiteinfinito en € infinito : Sedice que lgﬂf(x) =+¥ d paracualquier k positivo

se puede encontrar un H positivo tal que f(x)>k paratodo x>H .
Sedice que Ic.lanl f(x) =-¥ d paracudquier k positivo se puede encontrar un H

positivo tal que f(x)<-k paratodo x>H .
Sedice que Ic.lanl f(x) = +¥ d paracudquier k positivo se puede encontrar un H

positivo tal que f(x)>k paratodo x<-H .
Sedice que Ic.lanl f(x) =-¥ d paracudquier k positivo se puede encontrar un H

positivo tal que f(x)<-k paratodo x<-H .

Propiedades de loslimites:

1. El limite de unafuncién en un punto s existe, esUnico y esigual aloslimites
laterales.

2. Si unafuncion tiene limite distinto de cero en un punto entonces existe un entorno
del punto en €l que los valores que tomaf tienen el mismo signo que d limite..



[imf+g=Ilimf+limg
[imf-g=Ilimf-limg

[imk-f =k - limf dondek esun n°real
limf/g=Ilimf/limg semprequelimg? 0
limf"=(limf)" donden esun e real
limf9=(limf)®

lim g(f(x)) = g (limf(x) )

Célculo de algunos limites: ( Indeterminaciones)
Al aplicar las propiedades de los limites podemos encontrar una de las siguientes
indeterminaciones: 0/0, ¥ /¥ , ¥ -¥ ,0-¥,0°, ¥ 0 7¥

1 Xlg@rp P(X) = P(Xo) esdecir en los polindmios se sustituye el punto .

2. limP(X)/Q(X) = P(x0)/Q(X0) S Q(xg)* O

Cuando Q(xo) = 0 se puede distinguir dos casos :

§ QueP(xg)! 0. Tendremos que calcular los limites laterales, s existen 'y son
iguales lafuncion tendralimite que sera +¥ 6 - ¥ . En caso contrario no
exigtiralimite .

§ Que P(xo) = 0 por lo que tendremos una indeterminacién del tipo 0/0 que se
resuelve factorizando numerador y denominador y simplificando la funcion
racional . En e caso de que haya rai ces debemos multiplicar numerador y
denominador por el conjugado .

3. limPX)/Q(x) = ¥ /¥ (lindeterminacion dd tipo ¥ /¥ ) entonces se divide por la

©O N Uk~ W

méxima potencia, tanto s las expresiones son racionaes como s son radicales.
En el caso mas smple que es € de las funciones racionales podemos obtener los
siguientes casos :

§ grado P(x)>gradoQ(x) — lim = +/-¥

§ grado P(x)=gradoQ(x) — lim = a/b,,

§ grado P(x)<gradoQ(x) — lim =0

Puede ser de utilidad saber que se puede transformar laindeterminacion 0/0 a

e

¥ /¥ od revés, sin mas que tener presente que : E:—

%%

4. Sia cacular el limite de la funcion aparece unaindeterminacion del tipo ¥ -
¥ paraeliminarla tendremos que distinguir dos casos:
§ S fesladiferenciade dos funciones racionales se efectua dicha operacion para
conseguir estar en uno de los dos casos anteriores .
8 Sif esladiferenciade dos funciones con raices cuadradas multiplicaremos y
dividiremos por el conjugado .
5. S d calcular el limite de la funcion aparece una indeterminacion del tipo

X

19 _jim+x)"* = e =271828...
Xg x® 0

6. Laindeterminacién del tipo O- ¥ sereduce al tipo 0/0 6 ¥ /¥ utilizando laigualdad

_P_Q
PQ=—=—%
Yo e

1* debemos tener en cuentaque : Ii(@rggﬁ
x®¥e




7. Lasindeterminaciones del tipo 0°, ¥ °y 1* se pueden resolver utilizando la
propiedad : & = €"'™ con lo que se reduciré a una de las indeterminaciones ya

estudiadas .

Definicién de continuidad : se dice que una funcidn es continua en un punto Xo S :
a) Existef(xp)
b) Existe lim f(x)

X® Xo

c) Soniguaes

En forma matemética :
limf(x)=1 U "e $d /s Ix-x,/<d b [f(x)-f(x,)/<e

X® Xq
Una funcion se dice que es continuaen un intervalo si [0 es en cada uno de sus puntos.

Tiposdediscontinuidades:
a) Discontinuidad evitable: Existe lim f (x) pero:

X® Xq
8 No existef(xp)
§ Existef(xg) pero f(xg) * lim f(x)

X® Xq

b) Discontinuidad inevitable: No existe lim f (x):

X® Xo
§ loslimites lateraes existen pero no soniguaes : (12 especie)
§ saltofinito
§ saltoinfinito

§ alguno delos limites laterales no existe (22 especie)

Tasa de variacion media (cociente incremental): latasa de variacion de una funcion
daunaprimeraideade larapidez con que crece o decrece la funcidn en un determinada
intervalo .

Latasa de variacion media viene a responder alapregunta : ¢ cudntas unidades crece la
variable y por cada una que crece lax?

Dy _ f(x, +h)-f(X,)
Dx h

f(x)
Dx

Latasa de variacion media puede ser positiva, negativa o nula, dependiendo de la
funciény del intervalo .

Tasa de variacion instantanea (en un punto Xo) : es el limite de las tasas de variacion
media cuando los intervalos de la variable independiente se hacen cada vez mas
pequefios .



Iimﬂzlimf(xomr:_ o)

h®eo Dx  h®o

Concepto de derivada en un punto X : Se llama derivada de lafuncion f en el punto x
= Xp a siguiente limite :
lim2Y. = lim
h®o Dx h®o
Esdecir , laderivada es latasa de variacion instantanea .
Si e limite existe se dice que la funcion es derivable en ese punto .
Por gjemplo vamos a calcular laderivadadey = x*+ 8 enel puntoxo =2 :
[20x, +n)? +8]- |ox* +8] _ . 2h+ax, _

lim li
h® 0 h h® 0

FXo +h) - F(Xo) _ .
» =f"(xo)

4x, =8

Inter pretacion geométrica dela derivada : laderivada es la pendiente m de larecta
tangente en ese punto .Por o tanto la ecuacion de la recta tangente a ese punto serd:
- f(x
y ( O) — f '(XO)
X - Xq

Derivadas laterales : deben de existir y ser iguales paraque exista la derivada

Dy Dy

lim — lim —
h® 0" DX h® 0 DX

Derivadas sucesivas : si unafuncion es derivable en cada punto de un intervalo se
puede definir una nueva funcién asignando a cada punto X, de eseintervalo la derivada
f '(Xo) en dicho punto . Esta funcién se Ilama funcion derivadade f = f '(x) enun
intervalo .
Si lafuncién derivada de f es derivable en todos los puntos de un intervalo , su derivada
F'(Xo +h) - £'(X,)

h

. wro Ny, DEU
se llama derivada segunda f "(Xo) —Ll(ma = LIQ;

En general podemos obtener la derivada enésima..

Teorema : Si unafuncién admite derivada finita en un punto xo , entonces es
continua en ese punto . DERIVABLE b CONTINUA

Lo contrario no tiene por que ser cierto . Por giemplo lafuncién valor absoluto es
continua en € punto O pero no esderivable

Operaciones con derivadas : se pueden deducir apartir de la definicion de limite y
derivada.

(f+g)'=f'+g’
(fg)' =f '.g+f.g'
(k-f) =k-f'
g0 _fg-fg
9g 9

[afx)]' =g'(f(x))-f '(x)
1
(f 1)':f—.




Derivadas delas funciones d ementales :

y y y y
k 0
X 1
X" nx™! u" nu™tu’
a* a‘lna a“ a’-lna-u'
e e e e'u'
u v-u't.u+u’Inu-v
Jx 1 Ju v
2x 2Ju
n/x 1 Vu u'
nyx"? nYu"?
logax 1 log,e logu —log,e
Inx 1 Inu u'
X u
Lnx COSX senu cosu-u'
COSX -senx cosu -senu-u'
1{0)4 1 tou u'
cos’x cos’u
cotgx -1 cotgu -u'
sen’x sen’u
Secx senx secu senu U
cos’x cos’u
COSeCX - COSX cosecu -cosu
sen?x sen‘u
arc senx 1 arc senu u'
V1- x2 V1-u?
ar c cosx -1 arc cosu -u'
V1-x2 V1-u?
arc tgx 1 arctgu u'
1+x? 1+u?
arc cotgx -1 arc cotgu -u'
1+ x? 1+u?
arc secx 1 arc secu u'
xvx?-1 uvu?-1
ar c cosecx -1 arc cosecu -u'
xvx?-1 uvu?-1

Crecimiento y decrecimiento de una funcion :
§ Unafuncion se dice que es creciente cuando a aumentar lax aumentalay ,es decir:
creciente Xo-h < Xo < Xo+h P f(Xo-h) £ f(xo) £ f(Xoth)



Al sustituir esto en la definicion de derivada observamos que tanto para la derecha como
paralaizquierda:
f(Xo +h) - F(xo) 5
h
Una funcion es creciente en un punto s la derivada es mayor o igual que cero .

§ Unafuncion se dice que es decreciente cuando al aumentar lax disminuyelay ,es
decir:
decreciente Xo-h < Xg < Xot+h P f(xo-h)2 f(Xo) 3 f(Xo+h)
Al sustituir esto en la definicién de derivada observamos que tanto para la derecha como
paralaizquierda:
f(XO +hr:_ f(XO) £O
Una funcién es decreciente en un punto s laderivada es menor o igua que cero .

Si en las anteriores formulas cambiamos el mayor(menor) o igual que ... por
mayor(menor) entonces obtenemos la definicion de edtrictamente creciente y
decreciente .

Importante:

creciente b la derivada en ese punto es positivao igua queO . El contrario no es cierto
ya gque puede ocurrir que la derivada valga 0 y no sea creciente .

decreciente b la derivada en ese punto es negativa o igua que 0 . El contrario no es
cierto ya que puede ocurrir que laderivada valga 0 y no sea decreciente .

Podria ocurrir que la derivada fuera 0 y no fuese creciente ni decreciente.

Por otro lado :

estrictamente creciente P |a derivada en ese punto es positiva. El contrario S escierto,
esdecir , s laderivada es positiva seguro que es estrictamente creciente .

estrictamente decreciente P la derivada en ese punto es negativa. El contrario si es
cierto, esdecir , s la derivada es negativa seguro que es estrictamente decreciente .

En resumen:

f'(x,)>0 edrictamente creciente
f'(X,) <0 egtrictamente decreciente
f'(x,)=0 No se sabe

¢, Qué hacer en el caso de que la derivada sea cero ?
Podemos dar valores proximos al punto y ver lo que hace lafuncion .

Maximosy minimos de una funcion

Se dice que una funcién tiene un maximo relativo en un punto X cuando existe un
entorno del punto tal que se verificaque: f(xo-h)<f(xo)>f(Xo+h) . Esdecir alaizquierda
es creciente y ala derecha decreciente .

Se dice que una funcién tiene un minimo relativo en un punto x, cuando existe un
entorno del punto tal que se verificaque: f(xo-h)>f(xo)<f(Xo+h) . Esdecir alaizquierda
decreciente y ala derecha creciente .



La condicién necesaria para que haya un maximo o0 un minimo es que laderivada de la
funcién en ese punto valga 0 . Esto esldgico pues s no seria edtrictamente creciente o
estrictamente decreciente .

En el caso ddl méximo s alaizquierdaes creciente ( derivada primera positiva) y ala
derecha decreciente ( derivada primera negativa ) entonces :

f'(X, +hr:— f'(X,) _ Iimf'(x0 +h)-0 _ Iimf'(x0 +h)

h® 0 h h® 0 h

f "(xo) = Ll(grg

Por laizquierdah<0 y f '(Xo-h) >0 luego f "(X)<O

Por laderechah>0y f '(xo+h) <O luego f "(X)<O

Por lo tanto cuando hay un maximo f "(xp)<0

Si hacemos |o mismo para el minimo obtendremos que laf "(x0)>0

En resumen:

f''(x,)>0 Minimo
f''(x,) <0 Ma&ximo
f"(x,)=0 No sesabe

Pero ¢, que ocurre si f "(Xg)=0 ?

Puede que sea méximo , minimo o ninguno de las dos .

Debemos de dar valores ala derechay alaizquierdadel punto y ver que hace lafuncion
, 0 podemos dar valores ala derechay alaizauierda del punto paraver que hace la
derivada delafuncién .

Concavidad y convexidad :
Se dice que una funcién ese cdncava en un punto cuando la funcién derivada en un
entorno de ese punto es creciente es decir :
Una funcion se dice que es concava cuando al aumentar la x aumentalay' ,es decir:

Xo-h < Xg < Xo+h b f '(Xo-h) £f '(Xo) £f '(Xo+h)
Si sustituimos en la definicion de derivada segunda obtenemos parala derecha e
izquierdaque::

F'(xo +h)- (%) 5
h

Por lo tanto si lafuncion es concava la derivada segunda es mayor o igua que cero .
Lo contrario no tiene por que ser cierto .
Una funcion se dice que es convexa cuando a aumentar lax disminuye lay' ,es decir:

Xo-h < Xg < Xo+h b f '(Xo-h) 3 f '(Xo) 3f '(Xo+h)
Si sustituimos en la definicion de derivada segunda obtenemos parala derecha e
izquierdaque::

f'(Xo +h) - F'(Xo) -
h
Por lo tanto si lafuncion es convexa la derivada segunda es menor o igual que cero
Lo contrario no tiene por que ser cierto .

Como ocurria con €l crecimiento y decrecimiento , § la derivada segunda es positiva
Seguro que es concava, Si es negativa seguro que es convexa pero s es 0 no se puede
afirmar en principio nada.



f''(x,)>0 Concava
f"(x,) <0 Convexa
f"(x,)=0 No sesabe

¢, Qué hacer si la derivada segunda es 0 ? Pues debemos de estudiar en los alrededores
del punto aver que eslo que hace laderivada primera.

Punto de inflexion :
Se dice que tenemos un punto de inflexion cuando la funcién pasa de concava a
convexao a revés.
La condicién necesaria para que haya un punto de inflexion es que la derivada segunda
sea 0. Esto esldgico pues si no seria concava o convexa.
Supongamos que por laizquierda es concavay por la derecha es convexa, entonces :
f”(Xo + h) B f”(Xo) — Iimf”(xo + h) -0 — Iimf”(xo + h)
h h® 0 h h® 0 h
Por laizquierdah<O y f "(Xo-h) >0 luego f "'(X0)<0
Por laderechah>0 y f "(xo+h) <O luego f "'(xo)<O
Por lo tanto f "'(X0)<O
Si por laizquierda es convexay por la derecha concava :
Por laizquierdah<O y f "(Xo-h) <O luego f "'(X0)>0
Por laderechah>0 y f "(xo+h) >0 luego f "'(x0)>0
Por lo tanto f "'(X0)>0
Enresumensi f "(Xo)* 0 hay un punto de inflexion ya que pasara de concava a convexa
oal revés.

f "(xo) :Ll(grg

En resumen:

f"(Xo)* O Punto deinflexion
f"(Xo)=0 No sesabe

Pero ¢ que ocurre si f "'(Xg)=0 ? Puede que sea punto de inflexién o no .
Para averiguarlo debemos ver como varia la derivada segunda en |los alrededores del
punto .

Representacion grafica defunciones:
Dominio

Puntos de corte con los g es
Simetrias
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Concavidad y convexidad

Puntos de inflexion
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