INTRO. MATRICES Y DETERMINANTES

Las matrices se utilizan en el calculo numérico, en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales.
Tienen también muchas aplicaciones en el campo de lafisica.

MATRICES

Una matriz es una tabla ordenada de escalares aj J de la forma

M Rz o g
2 Bz oo F2g
Fm g ' 8

La matriz anterior se denota también por (aj J )i =1, ..., m,j=1, ..., n, o simplemente por
@jj).
Los términos horizontales son las filas de la matriz y los verticales son sus columnas. Una

matriz con m filas y n columnas se denomina matriz m por n, 0o matriz m " n.

Las matrices se denotaran usualmente por letras mayusculas, A, B, ..., y los elementos de
las mismas por mindsculas, a, b, ...

Ejemplo:

. _ _ {1 -3 4
La siguiente matriz es unamatriz2 = 3 [EI 5 _2]
donde sus filas son (1, -3, 4) y (0, 5, -2) y sus

()0 ()

CLASES DE MATRICES
Segun el aspecto de las matrices, éstas pueden clasificarse en:

Matrices cuadradas

Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo ndmero de filas que de columnas. Se dice
gue una matriz cuadrada n * n es de orden n y se denomina matriz n-cuadrada.

Ejemplo: Sean las matrices

1 2 -3
2 -3
A=4D5y5=[_1 5]
3 1 2

Entonces, A y B son matrices cuadradas de orden 3y 2 respectivamente.



Matriz identidad

Sea A= (3 J ) una matriz n-cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de A consiste en
los elementos a1 1, a22, ..., ann. Latrazade A, escrito tr A, es la suma de los elementos
diagonales.

La matriz n-cuadrada con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier otra posicion,
denotada por I, se conoce como matriz identidad (o unidad). Para cualquier matriz A,

A-1=1-A=A

Matrices triangulares

Una matriz cuadrada A = (aj J ) es una matriz triangular superior o simplemente una matriz

triangular, si todas las entradas bajo la diagonal principal son iguales a cero. Asi pues, las
matrices

18 3 -6

1 7 - |o2 1 7

5 3 0-34]005-2
[0-1]002 00 0 5

son matrices triangulares superiores de 6rdenes 2, 3y 4.

Matrices diagonales

Una matriz cuadrada es diagonal, si todas sus entradas no diagonales son cero o nulas. Se
denota por D = diag (d]11,d22, ..., dnn ). Por ejemplo,

2
T I CR N
a -3
a7 »

son matrices diagonales que pueden representarse, respectivamente, por
diag(3,-1,7) diag(4,-3) y diag(2,6,0,-1).

Traspuestade una matriz

La traspuesta de una matriz A consiste en intercambiar las filas por las columnas y se

denota por AT.

Asi, la traspuesta de



3 -1 4 3 2 4
A=12 &5 -Fles AT=]-1 &5 0O
4 0 9 4 -7 9

En otras palabras, si A = (aj J ) es una matriz m "~ n, entonces AT = (aﬁ eslamatrizn’
m. La trasposicion de una matriz cumple las siguientes propiedades:

A+ =aT + 8T,

NULEYS

. (kA)T = kAT (si k es un escalar).
@B T =gTAT,

A W N P

Matrices simétricas

Se dice que una matriz real es simétrica, si AT = A; y que es antisimétrica,
Si AT =-A.

Ejemplo:

Consideremos las siguientes matrices:
2 -3 A o 3 -4
100
A=1-3 B 7] B=|-3 0 EC=EI1EI
5 V7 -8 4 -5 0
Podemos observar que los elementos simétricos de A son iguales, o que AT = A. Siendo
asi, A es simétrica.

Para B los elementos simétricos son opuestos entre si, de este modo B es antisimétrica.
A simple vista, C no es cuadrada; en consecuencia, no es ni simétrica ni antisimétrica.

Matrices ortogonales

Se dice que una matriz real A es ortogonal, si AAT = AT A =1. Se observa que una matriz

ortogonal A es necesariamente cuadrada e invertible, con inversa A'l = AT.

Consideremos una matriz 3~ 3 arbitraria:

® Fz &
A=h B b
G Cz C3
Si A es ortogonal, entonces:

& & &a H hoo 1
AT =|h B B |2 B o =|0
0

G Ca2 C3 gy By ¢y

Matrices normales




Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT = ATA. Obviamente,
si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es necesariamente normal.

Ejemplo:
sea 4 = |2 | Entonces
CE = |5 g Entonces:

=) (5 - (5
we(3 6 - (5.

Puesto que AAT = ATA, la matriz es normal.

OPERACIONES CON MATRICES

Sumay resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener el mismo nimero de filas y de
columnas. Es decir, si una matriz es de orden 3~ 2y otrade 3~ 3, no se pueden sumar ni
restar. Esto es asi ya que, tanto para la suma como para la resta, se suman o se restan los
términos que ocupan el mismo lugar en las matrices.

Ejemplo:
3 1 2 (-1 2 4
seanlasmatrices A =0 & -3l y £B8=]2 5 B8|. Entonces:
70 4 Lo 1 -2
3 1 2 -1 2 4 f2 3 6
A+ B = |0 &5 31+]2 5 8]=|210 5
o0 4 A v oo 2
(3 1 2 -1 2 4 4 -1 -2
A - B = |0 5 -3 25 8l=1-2 0 -1
0 4 a 1 -2 i -1 B

! 9
Para sumar o restar mas de dos matrices se procede igual. No necesariamente para poder
sumar o restar matrices, éstas tienen que ser cuadradas.

Ejemplo:
o = [T2 S 3 2 0, L5 12
A T o7 6l " T lo 3 YTl 9 2)
PUPSPNE S DY EREEI DN R D A
+8B+0= + + =

276 lo 3 )l o1 2)7l3 5 7)

A-Bel 1204 a 20 5 -1 3 1T -1 7
- + = - + =
27 B o -3 -1 L a 19}



Producto de matrices

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo niimero de columnas
que filas la segunda. La matriz resultante del producto quedara con el mismo nimero de
filas de la primera y con el mismo nimero de columnas de la segunda.

Es decir, si tenemos una matriz 2~ 3y la multiplicamos por otra de orden 3~ 5, la matriz
resultante serd de orden 2~ 5.

(2737 @"5=@2"59)

Se puede observar que el producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa, ya
gue en el ejemplo anterior, si multiplicamos la segunda por la primera, no podriamos
efectuar la operacion.

3°5 por 27 3,
puesto que la primera matriz no tiene el mismo nimero de columnas que filas la segunda.

Supongamos que A=(ajj )yB=(bj )son matrices tales que el nUmero de columnas
] ]

de A coincide con el nimero de filas de B; es decir, A es una matrizm ~ py B una matriz p
" n. Entonces el producto AB es la matriz m * n cuya entrada ij se obtiene multiplicando la
filaide A porla columna j de B.

Esto es,

. 31}& b” 51.',.' b]_,._? Ty Clm
a5 a_,.;ﬁ, . . . = . C.-".,-" .
[ aw b;,q bﬁ bm T PP
conde G;'j: a”tﬁ ,-"+ 33'252;'+ ot a,k,bﬁf
Ejemplo:
1.

[r s] [.5-1 2, ag] _ [ra1 + 8k ra,tah,  ra,t .3133]

bow i tay + 0l ta v Uk, ey v uby

B B by
T2y (1 1) (1-1+20 11+2:2Y {1 5
3 4) Lo 2) la1+4.0 31+4-2) 13 11

- Producto por un escalar



El producto de un escalar k por la matriz A, escrito k-A o simplemente kA, es la matriz
obtenida multiplicando cada entrada de A por k:

ka” r':‘i5'12 kam
LA =
bd g ke ... KA

Ejemplo:
g A< 1 -2 3
=t s )
Entonces:

=

3,q=[ :_'1 33._(_52) gf[_%]:[é 1_5 —2]

Division de matrices

La division de matrices se define como el producto del numerador multiplicado por la matriz

inversa del denominador. Es decir, sean las matrices Ay B tal que A/B = AB'l:

Si una matriz esta dividida entre un escalar, todos los términos de la matriz quedaran
divididos por ese escalar.

Ejemplo:

g 16
Sean la matriz A :[3 ] vk =2 un escalar. En este caso

-6

g2 15;‘2]_[ 4 B]
2 32 -6/2) \3z -3

MATRICES INVERTIBLES

Se dice que una matriz cuadrada A es invertible, si existe una matriz B con la propiedad de
que

AB=BA=1I

siendo | la matriz identidad. Denominamos a la matriz B la inversa de Ay la denotamos por

Al

Ejemplo:



2 A
SUpongamos ,ﬂ.:[1 3] i B:[
ap- 25 3 5y
\1o3) -ro2)

. 3 5y (2 5
-1 2 1 3

3
-1

)

] Ent :
5] NIONCRS:
5- -10 +10
3 - -5 +h6
B-5 15-15Y {1 D_I
2+2 -5+5) lo 1]

Puesto que AB =BA =1, AyB son invertibles, siendo cada una la inversa de la otra.

Método de Gauss

Sea A= (3 J ) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de A, que

denotaremos como A'l, seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1. Construir lamatrizn” 2n M = (Al ) esto es, A esta en la mitad izquierda de My la

matriz identidad | en la derecha.

Paso 2. Se deja tal y como estéa la primera fila de M, y debajo del primer término de la
diagonal principal, a] 1, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera como se

indica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Consideremos una matriz 3~ 3 arbitraria

211
.-ﬂ| = 5'21
23

Paso 1.

21 Fz Fig
M=[4 § N=|an 22 an

q3 fm dm
Paso 2.

244 iz Ry

2

Fez

232

o O —

o —= O

O a8z — 881z 91182 ~ 21813

O apéz —and a9 ~ 8nd;

S E]
Fz3
33

— O O

1 a a

5‘11["5'211 5‘111‘321'] -5'11|:|—321|:|
5111_3311 311']‘331':' 3111‘331']

El siguiente paso es igual que el anterior, pero esta vez se coge como pivote el segundo

término de la diagonal principal.



Al llegar al dltimo término de la diagonal, se procede igual que antes, pero poniendo los
ceros encima del nuevo pivote. Se observa que al coger como pivote el Ultimo término de la
diagonal, la matriz A se transforma en una matriz triangular.

Una vez realizados todos los pasos, la mitad izquierda de la matriz M se convierte en una
matriz diagonal. En este momento hay que proceder a transformar, si es que no lo esta, la
mitad izquierda en la matriz identidad, dividiendo si fuera necesario las filas de M por un
escalar.

Ejemplo:

Supongamos que queremos encontrar la inversa de

10 2
A=12 -1 3
4 1 8

Primero construimos la matriz M = (A 1),

1T 02 ¢ 10 0) 1 a 2 oo a a
w=12 -3 +0 10 ~ |0 -1-2-0 3-2-2 ¢+ 0-21-2.0 0O
4 18 00 1) o 1-4-0 8-4-2 1 0-4 a 1-0

T 0 2% 100
~0 -1 -1 : -2 1 0], uego s coge como pivote aze = -1,

La mitad izquierda de M esta en forma triangular, por consiguiente, A es invertible. Si
hubiera quedado toda una fila con ceros en la mitad A de M, la operacién habria terminado
(A no es invertible).

A continuacion, cogemos como pivote a33, ponemos ceros encima de éste y seguimos
operando hasta que nos quede una matriz diagonal.

10 0 1122
~0 -1 0 ¢ 4 0 -1
o o 1 B -1 -1

Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas.
Transformamos la matriz diagonal en una matriz identidad; para ello hay que dividir la
segunda fila entre -1:



T oo o1t 22
~0 1 0 4 0 1
oo 1 B -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente la matriz inversa de
A:

-11 2 2
Atl=l-4 0 1|
E -1 -1

Para comprobar si el resultado es correcto, se procede a multiplicar AA'l, teniendo que
dar como resultado la matriz identidad I.

Comprobacion:
AA'l =1

1 0 2 -1 22 -1+ 0 +12 2+0-2  2+0-12

2 -1 3 -4 0 1)|=]-22+4+18 4+0-3 4-1-3]=
4 1 & E -1 -1 44 -4 +48 H§+0-83 B+1-8
1 00
=0 1 0O]=¢
oo

2 4 1 3 -1 -2 2.0 -1
A=11 -2 3| B=|0 & EB|yC-= -1 2
o o 9 1 -2 &

5 0 A
a) ¢ Qué clase de matrices son?
b) Calcular:
-A-B+C.
A+B -C.
3A + C/2.
c¢) Calcular:
(A-B)I/C.

d) Calcular la inversa de A (A'l) y comprobar el resultado.
Resolucion:
a) Las tres matrices son cuadradas y de orden tres. A su vez, B es una matriz triangular, ya

gue todas las entradas debajo de la diagonal principal son ceros, y C es antisimétrica
porque los elementos simétricos son opuestos entre si.



b)

2 4 1 i -1 -2 2.0 -
s -~A-B+C=-11 -2 3F|-|0 & EB[+|0 -1 2]=
5 0 -1 o o 9 1 -2 A

2-3+2 -4+1+0 -1+2-1y (-3 -3 0O
=[-1-0+0 2-5-1 -3-6+2[=[-1 -4 7|
5-0+1 0-0-2 1-9+5) (-4 -2 -3

f2 4 1Y (3 1 -2y {2 0 -1
s A+p-=|1 -2 3|+|l0 5 EB|-|l0 -1 2=
5 0 -1) lo o 3 1 -2 &
(2+3-2 4-1-0 1-2+ 17 (3 3 0
=l1+0-0 2+5+1 3+6-2|=|1 4 7
5-0-1 0+0+2 -1+89-5) L4 2 3
2 0 -1
o -1 2
24 .
e 34+C2=3-1 -2 3 Pt
5 0 -1
£ 12 3 1 o -12 E+1 12+0 3-1;2
=l 3 -6 9|+« 0 -12 11=] 3+0 -B-112 9+1]|=

15 0 -3) Lz -1 s572) Lis+12 0-1 34502

712 &2
=l 3 -132 10
32 -1 -2

c)

- Puesto que (A xB) /C = A xB ><C'1, calcularemos primero la inversa de C y luego
haremos el producto.

2 0 -1 i1 00 2.0 4 1 00
oo -1 2 :o01 0 ~ o0 -1 20 10 ~

1 -2 4 oo o -4 N -1 o 2

2.0 - a a -2 4 -2



- Dividimos la primera fila entre -6, la segunda entre 3 y la tercera entre -3 para que en la
mitad izquierda quede la matriz identidad,

100 ¢ -13 -2/3 13
~ o1 0 -23 -113 4]
001 -13 -4/3 2/3

- Por lo tanto, la matriz inversa de C es:

-3 -2/3 13
e =)-2/3 -3 4,3
-3 -4/3 243

- A continuacion, se calcula el producto de las matrices Ay B,

24 1fa -1 -2 E 18 29
A-B=11 -2 3|0 5 EB|l=|3 -11 13|,
5 0 -0 o 9 1% -5 -19

- Por ultimo, calculamos (A>B)>C'1.
B 18 2 3 =23 173
{A-B}-C'1 =13 -1 13| -3 -113 4/3] =
15 -5 =190 -13 -4/3 273

(6.% 2 12 198 116 £ 72 )
3 3 3 3 i i i i

3,203 6.2 2 3 M.%
=3 3 3 a 3 i 3 3 al=

L

f50/3 326/3  136/3
4 21 5
A4 w13 43m)

- Sacando factor comun 1/3, el resultado puede escribirse como:

59 326 136
m-B-c'=13-|12 8 -5
44 101 -43

d)

- Primero se construye la matriz M = (A: 1) y luego se va desarrollando por Gauss. Asi
pues:



2 4 1T+ 1 0 a
~l0 -8 5+ -1 2 al.
0 0156 ¢ 20 40 -1B

- Se simplifica un poco para que las operaciones no sean tan costosas, dividiendo la
tercera fila entre cuatro. De este modo, se tiene

fz2 4 1: 1 0 0O
~|0 -8 &5 : -1 2 0O} yse continua calculando,
oo 3% ¢ 5 10 -4

1

(76 186 0 ¢ 34 -10 4
~0 -312 0 -84 2§ 20
a o 39 5 10 -4}

L

Se vuelve a simplificar, dividiendo la primera fila entre dos y la segunda entre cuatro,

¥ @| o 17 -5 2 -3042 o 0o ¢ -78 -156 -54B
o -/8 0 : -1 ¥ 4&a|~ o -y8 0 ! -16 7 5
a o 39 5 10 -4 a o 39 ] 10 -4)

- Puesto que ya ha quedado una matriz diagonal en la mitad izquierda de M, se procede a
transformar esta mitad izquierda en una matriz identidad, dividiendo la primera fila entre -
3042, la segunda entre -78 y la tercera entre 39,

100 ¢ 139 2038 7/39
O 10 : 8/38 -7,78 -575].
00 1: 5/39 10/39 -4/39

Asi pues, la matriz que ha quedado en la mitad derecha es precisamente la matriz
identidad, que sacando factor comin 1/78 se puede escribir como:

2 4 14
Al =178 116 -7 -5
10 20 -8

- Para comprobar el resultado, la matriz inversa de A o A'l, tiene que cumplir

AA'l =1

Procedamos a la comprobacion:



2.4 N2 4 14
Aat =11 -2 3|6 -7 -5|1/78 =
5 0 -)\yio 20 -8

(2-2+4-16+10 2-4-4-7+20 2-14-4-5-5
= |2-216+310 4+2-7+3-20 14+2-5-3-8|1/78 =
a-2+0-10 5-4-0-20 5-14-0+8

(76 0 O 1 0 0
=07 0O11/78= |0 1 0]=1
o o 73 oo

3

MATR. Y SIST. DE ECUAC. LINEALES

La matriz ampliada M de un sistema de m ecuaciones con n incégnitas es la siguiente:

gy M .. L, LB
= | feo fes By
S Fgo .. e B

Cada fila de M corresponde a una ecuacion del sistema y cada columna a los coeficientes
de una incAgnita, excepto la dltima, que corresponde a las constantes del sistema.

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse trabajando con su matriz ampliada,
especificamente, reduciéndola a forma escalonada mediante el proceso de Gauss.

Método de Gauss

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, se aplica el método de Gauss. Este proceso
se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Sea el sistema,

¥ o+ 2y + 7 = 3
2v o+ By - 7z = -
Jx - 2y - 1 = 2

su matriz ampliada asociada es

¥ ¥ Oz
12 1 ¢ 3
2 5 -1 1 -4
3 -2 1 2



Ahora resolvemos por el método de Gauss sabiendo que la primera columna corresponde a
los coeficientes de la x, la segunda a los de la y, la tercera a los de la z y la cuarta a los
términos independientes:

X ¥ Oz X oy Oz HoON
1 2 11 3 1 2 1 1 2 3
25—15—4”01—35—10 0 1 —m”
3 -2 -1 1 2 0 -3 -4 0o -84
X oy Oz T T
12 1 i 3 120 100 2
“lo o1 -3 ¢ co| o 10 o100 ¢ -
oo 1 3 oo 1 oo 1 3

De este modo, el sistema tiene la solucién Unica
x=2,y=-1,z=3.

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por matrices, aplicando el método de
Gauss u otros, es una de las multiples aplicaciones que tienen éstas.

Ejercicio: resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por matrices

A Hallar el valor de X, Y, Z, t en los siguientes sistemas de ecuaciones lineales aplicando
matrices:

a x+ p-Z2z+dt=45 B x+ y- 2z+3t=4
2+ 2y -3z + =13 2x+ 3y - Jz 4+ =73
Jx + 3y -dz - =1 Ex+iyp+dz+ =458

a) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:
¥z t X ¥z t

1 -2 4 15 1T 1 -2 4 ]
2 -3 1 3 oo 1 -7 i -7
3 2 oo 2 -14 & -14

La tercera fila se suprime, puesto que es mdltiplo de la segunda y resultaria una fila nula.
Asi, el sistema queda formado por dos ecuaciones con cuatro incégnitas:

¥ ¥y oz ot

11 -2 4 i &
“loo o1 -7 T

00 2 -14 i -14

La solucion del sistema es compatible e indeterminado, esto es, tiene infinitas soluciones.

X=-9-y+ 10t
z=7t-7 6 (-9-y+10t,y, 7t-7,1).



Dependiendo de qué valores se escojan para y y t, salen distintos resultados. Asi, paray =t
= 0 tendremos la solucioén del sistema
x=-9y=0,z=-7,t=0.

b) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

z h z ¢

HoON HoON
11 2 3 i 4 11 -2 3 & 4
23 3 -1 31 o1 7 -7 -5
57 4 1 :8) \o 214 14 & -15

No hay necesidad de continuar calculando nada mas, puesto que la matriz escalonada ya
nos indica que el sistema es incompatible (Sl), es decir, que no tiene solucion.
Especificamente, la tercera fila de la matriz escalonada corresponde a la ecuacion
Ox+0y+0z+0t=-5

obteniendo como resultado 0 = -5, que es absurdo. Por lo tanto, decimos que no tiene
solucién.

DETERMINANTES

A cada matriz n-cuadrada A = (aj J ) se le asigha un escalar particular denominado
determinante de A, denotado por det (A), | A| o

0 Rz o Fg
80 fz - Bza
A Bpe o

Una tabla ordenada n * n de escalares situada entre dos lineas verticales, llamada
determinante de orden n, no es una matriz.

La funcién determinante aparecio por primera vez en el estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales. Veremos que es una herramienta indispensable en el estudio y
obtencion de éstas.

DETERMINANTES DE ORDEN UNO Y DOS

Los determinantes de orden uno y dos se definen como sigue:

CE all



a 3
1 12
Az - FEAn

Fn Fz
Asi, el determinante de unamatriz 1~ 1 A= (a] 1) es el propio escalar a] ], es decir, det
A)=la11l=2a11.

Ejemplos:

a) Dado que el determinante de orden uno es el mismo escalar, tenemos det (24) = 24,
det(-3) = -3, det (3x+5) = 3x+5.

b)
J 4
2 1‘:'33(1)-[5]@:3-1!]:-?_

2—3‘

L LR @ =8 @)= 8435

DETERMINANTES DE ORDEN TRES

Consideremos una matriz 3~ 3 arbitraria A = (aj J ). El determinante de A se define como
sigue:

i FHp H3p
det (A) = | 82 @z &2z | = 8499z833 T+ Fypfe@m T An85fs - Ay3Fzdy -

Sx fa F3
al2a21a33-a32a23all
Obsérvese que hay seis productos, cada uno formado por tres elementos de la matriz. Tres

de los productos aparecen con signo positivo (conservan su signo) y tres con signo
negativo (cambian su signo).

Para calcular los determinantes de orden tres, el siguiente diagrama puede ayudar a
resolverlos:

o | (Fara los tres producto s positivos).

il
Fa
o

= | (Fara los tres productos negativ os).

Ejemplo:

Calcular el valor del determinante:



32

02 5[ = @EE + BER) + OO - R0 - ORI - 1)E)E =
2 1 4
=24+20+0-(-4)-0-(-15) =44+ 4+ 15=63

El determinante de la matriz3 "~ 3 A = (gj J ) puede reescribirse como:

det (A) =a]1(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 -a23a31) + a13(a21a32 -
a22a31) =

= 5 Frz Hz3 a1 PRz 3 Bz
=y

T + &3

f3z A3 A3 3 31
gue es una combinacion lineal de tres determinantes de orden dos, cuyos coeficientes (con
signos alternantes) constituyen la primera fila de la matriz dada. Esta combinacion lineal

puede indicarse de la forma siguiente:

a1 &z Bz 1 Rz Bz a1 ®z Az
By | Bn Bz Bz | T Mz| fm Bm Bxm | TRz | fm fm Anm
&y Hax Ha &y R 8B &y A3 A

Nétese que cada matriz 2~ 2 se obtiene suprimiendo en la matriz inicial la fila y la columna
gue contienen su coeficiente.

Ejemplo:

Para demostrar que la propiedad anterior se cumple, trabajaremos con :

32 1 32 1 32 1 32 1
02 -4|=3102 -5|-2|02-5|+1|02 -5]-=
201 4 -2 01 4 201 4 =201 4
2 -A 0o -5 oz
=3 _ + =
1 4 -2 4 -2

= 3(8+5) - 2(0-10) + 1(0+4) =39+ 20 + 4 = 63

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Las propiedades basicas del determinante son las siguientes:



1. El determinante de una matriz A y el de su traspuesta AT son iguales, es decir,
A= ]

2. Sea A una matriz cuadrada,

- Si A posee dos filas (columnas) iguales, necesariamente |,q| =0.

- Si A es triangular, esto es, A sélo tiene ceros por encima o por debajo de la diagonal
principal, entonces |,q| es igual al producto de los elementos de la diagonal.

3. Supongamos que B se ha obtenido de A mediante una operacion elemental entre filas o
columnas,

- Si se han intercambiado dos filas (columnas) de A, |B| = - |A|.

- Si se ha sumado un mdltiplo de una fila (columna) a otra, entonces |B| = |A|.
- Si se ha multiplicado una fila (columna) de A por un escalar k, |B| = k|A|.

4. Sea A cualquier matriz n-cuadrada, son equivalentes los siguientes principios:

- A esinvertible, es decir, A tiene inversa A'l.
- AX = 0 tiene solamente la solucion trivial.
- El determinante de A no es nulo: |A] 0.

5. El determinante es una funcion multiplicativa. Es decir, el determinante del
producto de matrices A y B es el producto de los determinantes: |AB| = |A| |B|.

6. Supongamos que A y B son matrices similares, entonces: |A| = |B|.

DETERM. DE ORDEN ARBITRARIO

Sea A = (ann) una matriz de orden arbitrario n * n (siendo n un namero par). Para calcular
el det (A) se procede de la siguiente manera:

P a a 22 2 12 - 1
21 22 2m | _
=@ o e | T 8
A ... & e ...
84 8 ... g i o
Sz ... s
3| Frr oo Fzg |

Los signos se van alternando segun la posicion que ocupen las entradas del determinante.
Es decir:



+ -+ -

-+ -+
+ - + -
Ejemplo:

a2 2 0 -1

Calcular el determinante de 4 = [ [

4 -2 0 1

o 1 -3 2

Si observamos la matriz, podemos ver que en la tercera columna hay dos ceros. Asi pues,
si cogemos las entradas de la tercera columna para calcular el determinante, nos
ahorraremos calcular dos determinantes, ya que el producto de un determinante por cero
es cero.

3 2 - 3 2 -
det{4) = -1 |4 -2 1|-(-3[1 &5 0= -1-12+40-4-16-3) +
o1 2 4 2 1

+3(15+0+2+20-2-0) =-1(-35) + 3(35) = 35 + 105 = 140.

Ejercicio: calculo de determinantes

A calcular los siguientes determinantes:

&)

1 -2 3 1
3 & -2 -4

Byt -3 2 1 -3 2 3 10

¢d|2 1 0 4| |0 -1 2 2
01 2 1| |4 1 8 2
5 4 -3 2|'[3 -8 2 0
10 B 2| |1 2 4 -2

& ‘1_2‘:5-(-53:5+5:11
3 5 '

‘: 22 = 21242 = -10,



Bl -3 2
5 2 =7 | =al habertoda una fila nula, el determinante da como resultado = 0.
o 0o o

1T -3 2
5 2 7| =2+48+0-16-(-15)-0 = B6-16+15 = BA.

a
2 -2 4= -42+20+0-0-14-0 = -36.
7

02y e 2 a2 -
54_32_+D_52+_DE_2-_43_2_
10 B -2

= 2(-6-24+16+2)+ 5(-4-24+6)-1(4+12-16-3) = -24-110+3 = -131.

o -1 2 2
A RPN B I B
S_B_ED_-H142-124_
1 2 4 -2

= 1.(16+0+24-(-4)-(-30)-0) -2:(-128-2+30-(-40)-12-(-16)) = 74-2-(-56) =
= 74+112 = 186.

ADJUNTO DE UNA MATRIZ

Consideremos una matriz n-cuadrada A = (aj J ) sobre un cuerpo K. El adjunto de A,
denotado por adj A, es la traspuesta de la matriz de cofactores de A:

Ay Ay A

A

e

adj 4=
A Ao 0 AL
Ejemplo:



(1 2 -1
sead=l0 -3 2]
L2 1 A
Los cofactores de los nueve elementos de A son:
-3 2 2 0o -3
A=+ - = =17 A= - 2 e =4 Ag=+ 2 1‘:5
2 -1 -1 1 2
Ay = - 1 5‘_ T Ay =+ 3 5‘:? 23 = ‘2 1‘:3
2 -1 1 -1 1 2
Ay =+ -3 2‘:1 Aaz_"u 2‘-'2 Ay = + 0 _3‘_‘3

La traspuesta de la matriz de los cofactores anteriores proporciona el adjunto de A:

-7 =11
adjAd=] 4 ;-2
B 3 -3

- Aplicacion del adjunto para hallar la matriz inversa

Para toda matriz cuadrada A,
A-(adj A) = (adj A) - A= |A]l
De este modo, si |A|* O,

a1 .
A= _(adj 4
Observemos que esta propiedad nos permite hallar por otro método la inversa de una
maitriz.

Ejemplo:

Consideremos la matriz

1 2 -1 -7 -1 1
A=l0 -3 2|, adA=| 4 ;-2
2 1 A B 3 -3
y el det A:
1 2 -1
detd=(0 -3 2|(=-15+8+0-b-0-2=-1520.
2 1 A

Asi pues, aplicando la propiedad anterior:



A= —rladj 4, obtendremos:

1
4|

17 -1
At=—1psl 4 7 -2|
B3 -3

Ejercicio: calculo de la matriz inversa

A Calcular, por la propiedad anterior, la inversa de las siguientes matrices:

a)
1y {3
wloi) =)
b)
1 -3 2
a=l2 5 of
0o -1 -2

a) Primero hallaremos el determinante de la matriz A:

1
det 4=
. ‘2

-1
det B=
to=f

El siguiente paso es hallar el adjunto de la matriz B, asi pues, los cofactores de los cuatro
elementos de B son:

2 ) . . .
4 =0; como el determinante es cero, no existe la inversa de la matriz A

=15 +2=17.

BJ1=5 B12=-2
B21=1 B22=3

y el adjunto de B, denotado por adj B, sera
djB= @]
adj 8= 5 4]
1

Aplicando ahora la propiedad &7 = H[Eu:ij g =

4 1{5 Ny {57 147
. 'F[—z 3]'[—2;1? 3;1?]‘

b) Empezaremos por hallar el det A,



1T -3 2
detd=(2 & 0 |=-10-4-12=-5
o -1 -2

Los cofactores de los nueve elementos de A son:

5 0 1 2 0 4 2 5 5
=+ = - = - = =+ = -
’q” -1 =7 "{"12 o -2 ’ﬂ'13 o -1
-3 2 8 1 2 5 1 -3 1
= - = - =+ = - = - =
,421 -1 -2 ,422 o -2 ’ﬂ'23 0 -1
I TS "2y g 2oy
=+ = - = - = =+ =
,431 g 0 AGZ 210 jox] 2 g

La traspuesta de la matriz de los cofactores anteriores proporciona el adjunto de A:

-10 -8 -10
adjd=] 4 -2 4
211

Aplicando la propiedad de la matriz inversa obtenemos A'l:

1 | -1 -8 -10
a1 = _l[adj ,ﬂ.j = =T 4 -2 41 = simplificando,
-2 1 N

/13 43 513
Av=l-243 113 -2413
1113 -126  -11/26

CALC. DEL RANGO DE UNA MATRIZ

Consideremos la matriz A = (aij):

1 Hz ... g

3 Hyz N

Fml FAmr ... &



1. El rango de la matriz A coincide con el de la matriz A’ que se obtiene suprimiendo en la
matriz A todas la lineas (filas o columnas) cuyas entradas estén sélo formadas por ceros,
es decir, que sean nulas.

2. Consideremos la matriz:

A1=0@11 212 ---aln)

y supongamos gue
ay #0,

entonces :
rango (A) ® rango(A 1) =1

3. Afiadimos filas de la matriz A a la matriz A1 hasta encontrar una matriz que cumpla:

=) -
A, = B 1’?, donde [1<7< n),
Fa R

tal que posea un menor no nulo de la forma:

M Ay

&2 '5';',-'

0.

Por consiguiente,
rango (A) 2 rango(A 2) = 2.

Si esto no hubiese sido posible, entonces:
rango (A) = 1.

Supongamos que rango (A) 2 rango (A2)yquei=2yj=2.
4. Anadimos filas a la matriz A2 hasta encontrar una matriz que cumpla:

1 Pz s
Ay =l dn 82 Fap
Fa qp Fu

de forma que posea un menor de orden tres de la forma:

81 Fz Gy

By By @y £0.
Fp Fp a.-"_,-"

Entonces:

rango (A) 3 rango (A2) = 3.

En caso de no haber sido posible encontrar dicho menor, entonces:
rango (A) = rango (A2) = 2.



Suponiendo que rango (A) 2 rango (A3) y que i =3y j= 3, se procederia como en los
casos anteriores, y asi sucesivamente hasta agotar todas las filas de la matriz A.

Ejemplos:

a) Sea la matriz A una matriz de orden tres. Hallar el rango (A).

1 2 -4
A=l3 B A
o -1 4

Como A es una matriz cuadrada de orden tres, como méaximo el rango (A) puede valer tres.
Calcularemos primero el determinante o determinantes de las submatrices de orden dos de
A. Asi pues

'z =6-E=0
36| T

Ya que el resultado es cero, probaremos con todas las submatrices de A hasta encontrar
una cuyo determinante no sea cero. Si no encontramos ninguna, el rango (A) = 1.

3 5 |F2-[-15)=2+15=17 20

Puesto que el resultado de calcular el determinante de esta submatriz de A no es nulo,
podemos afirmar de momento que el rango (A) = 2.

‘1—5

Afiadimos ahora una columna y una fila mas para ver si el rango puede ser tres:

1 2 -5
3 B 2(=24+0+15-0-24+2=17 0
n -1 4

Dado que el determinante de A no es nulo y a su vez es de orden tres, el rango
(A) =3.

No necesariamente para poder calcular el rango de una matriz, ésta tiene que ser
cuadrada. Asi, en el siguiente ejemplo:

b) Calcular el rango de la matriz B de orden 3~ 4.

1T -2 1 0
B=12 -4 2 -1
T 11 3

e O L R NP
= -4 + = = - =
7 -4 2 2 :
1 0
= -1+0=-1#0.



Como hay una determinante de orden dos no nulo, el rango de la matriz B es mayor o igual
gue 2. Calculamos a continuacion los determinantes de orden superior:

1 -2 1
2 -4 2 =-4-4+2+4+4-2=0.
11 1

Probamos con un segundo determinante de orden tres:

1 -2 0
2 -4 S [=-12+2+0+0+12+1=320.
T 1 3

Asi pues, como hay un determinante de orden tres que no es nulo, el rango (B) = 3.
Un rango mayor que 3 no se puede hallar, ya que no se puede formar un determinante de

orden 4. Recuérdese que para poder calcular el determinante de una matriz o de una
submatriz, éstas tienen que ser cuadradas.

APLIC. DE LOS DETERMINANTES

En el tema de matrices y su aplicacién a los sistemas de ecuaciones lineales, se vio como
resolverlas mediante el teorema de Gauss. Con los determinantes, y aplicando la regla de
Cramer, veremos otra manera de calcular los sistemas de ecuaciones lineales.

Regla de Cramer

Los pasos a seguir para calcular los sistemas de ecuaciones segun la regla de Cramer son
los siguientes:

1. Hallar la matriz ampliada (A: b) asociada al sistema de ecuaciones, esto es: que la
primera columna esté formada por las entradas de los coeficientes de la primera incégnita
de las ecuaciones; que la segunda columna la formen las de la segunda incognita, y asi
hasta llegar a la dltima columna, que estara constituida por las entradas de los términos
independientes de las ecuaciones.

2. Calcular el determinante de A.

3. Aplicar la regla de Cramer, que consiste en:

a) ir sustituyendo la primera columna del det (A) por los términos independientes;

b) dividir el resultado de este determinante entre el det (A) para hallar el valor de la primera
incognita;

¢) continuar sustituyendo los términos independientes en las distintas columnas para hallar
el resto de las incognitas.

Ejemplo:



Sea el sistema de ecuaciones lineales formado por dos ecuaciones con dos incégnitas:

Jx -2y =1
¥+hp =3
Encontrar el valor de x e y mediante la regla de Cramer.

Empezaremos con el primer paso, que consiste en hallar la matriz ampliada A: b asociada
al sistema de ecuaciones lineales:

El segundo paso es calcular el determinante de A. Asi pues:

1 4
Y el tercero y Ultimo paso consiste en calcular las incognitas:

det [A] =

‘=15+2=1?.

by x h

1 2 3 9
_‘3 —5‘_5+5_11 ‘1 3‘ 9-1_ 8
B T T S T AT AT

Discusion de los sistemas de ecuaciones lineales

A continuacion, se estudiara la manera de saber de antemano si un sistema de ecuaciones
lineales tienen o no solucidn y si tienen una Unica o infinitas soluciones.

El estudio o discusion de los sistemas de ecuaciones se efectlia aplicando el teorema de
Rouché-Frobenius. Este dice que con un sistema de ecuaciones lineales pueden ocurrir
dos cosas:

1. Que el sistema de ecuaciones sea un sistema compatible (S.C.), esto es, que tenga
solucién.

2. Que el sistema de ecuaciones sea un sistema incompatible (S.l.) o que no tenga
solucién.

El primer caso puede dividirse en dos:

a) que sea un sistema compatible y determinado (S.C.D.), esto es, que tenga una Unica
solucién;

b) que el sistema sea compatible e indeterminado (S.C.l.), es decir, que tenga infinitas
soluciones.

Sea un sistema no homogéneo:



TR Ty S
R LI - T E oL )
EI Y S
En consecuencia, la matriz ampliada Ab asociada al sistema de ecuaciones es:

By o Ay, LB

E] ... & Pohb
. 21 2 2
Ab= o

- A -

y el sistema sera compatible cuando:
rango (A) = rango (A: b),

lo que suele expresarse diciendo que el rango de la matriz de coeficientes coincide con el
rango de la matriz ampliada.

Si el sistema anterior es compatible y

rango (A) = rango (A: b) = nimero de incognitas,

el sistema es compatible y determinado, es decir, tiene una Unica solucion.

Si, por el contrario, tenemos que

rango (A) = rango (A:b) < namero de incognitas,

el sistema es compatible e indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

Si rango (A) ! rango (AiDb), el sistema es incompatible y no tiene ninguna solucion.
Ejemplos:

Discutir, sin resolver, los siguientes sistemas de ecuaciones:

gl x+2y=5 Bl dx-y=8 ol Bx-2y=-10
2x+ 4 =13 ¥+3dy =2 Jx-y=-5

gl x+2y=5
2x+ 4 =13

() wo(212)

1 2
‘:d -4 =0;rango (A =1

rango [A) :‘ 5 4



1
rango [ﬂ.ibj:‘ =13-10=3#0;rango [A i8] =2.

213‘

Puesto que rango (A) =11 rango (A:ib) = 2, el sistema es incompatible; no existe ninguna
solucién.

Bl dx-y=8
¥+3dy =2
A—3_1 A'53_1EB
“l1o3) WEL 5 o)
3 -1
rango (4] = ‘ 13 ‘ =8+1 =10 # 0, rango (&) = 2.

3
rangn[ﬂ.ib}l:‘ B-8= -2 #0 rango (& 8 = 2.

1 2 ‘
Ya que rango (A) = rango (Aib) = 2 = nimero de incognitas, el sistema es compatible y
determinado; es decir, existe una Unica solucion.

c) Bx - 2y=-1EI}

Jx - y= -A
A—E -2 aip = B -2 ¢ -10
Sz o) WO 4 )
B -2
rango (A4 = 3 4|7 -B6+6 =0, rangoid) = 1.
. E -10 )
rango (A Bi= 3 5|7 -30+30 = 0, de momenta, rango (A B=1.
. -2 -0 .
rango (A B = R 10-10 =0, rango (4§ B)=1.

Puesto que rango (A) = rango (A:b) = 1 < nimero de incognitas, el sistema es compatible e
indeterminado; existen infinitas soluciones.

Ejercicio: calculo de las incognitas en un sistema de ecuaciones lineales

A Discutir y calcular el valor de las incognitas de los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales:



& dx+2y- 1= 4
2 - oy +2z= 73
¥ +3dy +2z=-%

a)
3 2 - 3 2 -1 i 4
A=12 -1 21, 4\ =12 -1 2+ 3
1 3 2 13 21 -5

Calculamos a continuacion el rango de Ay el rango de la matriz ampliada (A: b):

El rango de la matriz A seré:

3 Z

5 4|7 -3-4 = -7 20 rango (4 * 2

3 2 -

2 -1 2= -B+4-6-1-8-18 = -2 =0, rango (A) = 3.
1 3 2

El rango de la matriz ampliada (A: b):

3 2 4
2 -1 3|= -15+6+24+4-20-27 = -28 0, rango (A k) = 3.
1 3 5

Dado que rango (A) = rango (A:b) = 3 = nimero de incognitas,
el sistema es compatible y determinado; tiene, pues, una Unica solucion.
Resolvamos el sistema mediante la regla de Cramer:

Calculamos el det (A):

3 2 -
det(d) = |2 -1 2 |=-B+4-6-1-5-18 = -23.
13 2

Aplicando la regla de Cramer:

4 2 -1
3 -1 2
503 2| _ B-20-9+5-12-24 ats

X: =

o3 3 BE] = BB /23



34 -
2 03 2
1 -5 2 18+8+10+3-16 +30 53
- - - = _53/73.
¥ 3 33 3
7 02 4
2 -1 3
1 3 -5 1A +6 +24 +4 +20- 27 42
- - - - 4273
z 33 3 3

X = 68/23; y = -53/23; z = -42/23.

POLINOMIO CARACTERISTICO

Consideremos una matriz n-cuadrada arbitraria:

F @z o By
4= | T s
84 8p o @

La matriz (A -1 -1n), donde I es la matriz identidad n-cuadrada y | un escalar
indeterminado, se denomina matriz caracteristica de A:

A= h Az e @,
a Sz — B a
21 22 2
A - keI = i
g T

Su determinante, det (A - | -1n) , que es un polinomio en |, recibe el nombre de polinomio

caracteristico de A. Asimismo, llamamos a
det(A-1:1n)=0

ecuacion caracteristica de A.
Ejemplo:

Hallar la matriz caracteristica y el polinomio caracteristico de la matriz A:

()

La matriz caracteristica sera (A - | -In). Luego:



1- -2
(4 - J'-.-Inj:[ 5 D_h]

y el polinomio caracteristico,

1- & -2

det (4 - AlIn) 5 0-

‘ = (1- W@- W +4 = W% - R+ 4

Asi pues, el polinomio caracteristico es | 2. | +4.

Valores propios v vectores propios

Sea A una matriz n-cuadrada sobre un cuerpo K.
Un escalar | 1 K se denomina un valor propio de A si existe un vector (columna) no nulo

vi KN para el que

Av=1lv

Todo vector que satisfaga esta relacion se llama vector propio de A perteneciente al valor
propio | . Los términos valor caracteristico y vector caracteristico (o autovalor y autovector)

se utilizan con frecuencia en lugar de valor propio y vector propio.
Ejemplo:
Sea

1 2
A= [3 2] Cyseanyy = (23) yve = (1-1). Entonces

-0+ )+
vucfs ) 1))

Asi pues, v1 y v2 son vectores propios de A pertenecientes, respectivamente, a los

- s

valores propios | 1 =4yl 2 =-1deA.






