INTRO. EST. DE LAS PROGRESIONES

Las progresiones constituyen el ejemplo mas sencillo del concepto de sucesién.
Desde los albores de la historia de las matematicas se han estudiado sus
propiedades, y éstas han sido aplicadas, sobre todo, a la aritmética comercial.
El estudio de las progresiones aritméticas es paralelo al de las geométricas por
cuanto las propiedades de estas Ultimas emanan de las primeras sin mas que
convertir las sumas en productos, diferencias en cocientes, y el producto por un
numero natural en una potencia de exponente natural.

E= El origen de las progresiones, al igual que el de tantas otras ramas de las mateméticas,
es incierto. No obstante, se conservan algunos documentos que atestiguan la presencia de
progresiones varios siglos antes de nuestra era, por lo que no se debe atribuir su
paternidad a ningdn matematico concreto.

Es conocido el problema de calcular en cuanto tiempo se doblaria una cantidad de dinero a
un determinado interés compuesto, propuesto por los babilonios (2000 a.C. - 600 a.C.), lo
cual hace pensar que conocian de alguna manera la férmula del interés compuesto y, por
tanto, las progresiones geométricas.

En el libro ix de Los Elementos de Euclides aparece escrita una férmula, semejante a la
actual, de la suma de n términos consecutivos de una progresion geométrica. Bhaskara,
matematico hindu del siglo xii, plantea en su mas conocida obra, el Lilavati , diversos
problemas sobre progresiones aritméticas y geométricas.

SUCESIONES

Se entendera por sucesion una coleccion de numeros dispuestos uno a continuacion de
otro.

Sirvan de ejemplo:
Al -3,0, 15, 42,7, m 13...

b) -1, 3, 7, 11, 15...
C) 3, 6,12, 24, 48...

En el primero no es posible averiguar qué namero seguiria a 13 (no se encuentra una regla
que indique la relacién entre los términos). En el segundo, a 15 le seguirian 19, 23, 27...
(cada término es cuatro unidades mayor que el anterior). En el tercero, al término quinto,
gue es 48, le seguiria 96 (cada término es el doble del anterior).

Cuando se habla de una sucesién cualquiera, la forma mas usual de referirse a ella es
escribiraj, a?,a3,a4,...an -2 .an -1 .an , ... donde los subindices determinan el

lugar que cada término ocupa dentro de la sucesion, y los puntos suspensivos evitan la
necesidad de escribir todos los nimeros.

Es también frecuente encontrar una sucesion simbolizada por (an)n N, 0 simplemente
(an).



Término general de una sucesion

El término general de una sucesion es una férmula que permite conocer el valor de un
determinado término si se conoce previamente el lugar que ocupa en la misma. Por
costumbre, al término general de una sucesion se le denota por ap y se hablara de término

n-ésimo.

De entre los muchos ejemplos que se podrian citar, valgan los siguientes:
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Resolucion:
®Es claro que el té rmino general de esta sucesidn es a, = T
"+

®Asi, el terming agg sera agp = 2—1

C Escribir los seis primeros términos de la sucesién ap = 3 - on-1

Resolucion:
a1=3-21'1=3-1=3 a4=3-23=24
ap=3-2=6 a5=3-24=48
a3=3.22=12 ag=3-22=96

La obtencion del término general de una sucesion puede entrafiar una notable dificultad.
No obstante, se estudiardn a continuacion dos clases de sucesiones en las que el hallazgo
del término general es bastante sencillo.

PROGRESIONES ARITMETICAS



Una progresion aritmética es una sucesion en la que cada elemento se obtiene sumando al
anterior un namero fijo llamado diferencia, que se representa por la letra d .

Asi, si (an) es una progresion aritmética, se verifica que:

an=an-1+d

Ejercicio: cémo reconocer una progresion aritmética

Para asegurarse de que una sucesién es una progresion aritmética se ha de comprobar
gue la diferencia entre cada término y su anterior es siempre la misma. Ademas, esta
comprobacién elemental determina el valor de la diferencia de la progresion.

A ¢Eslasucesion 7, 5, 3, 1, -1, -3, -5 ... una progresion aritmética? Si lo es, ¢cual es la
diferencia?

Resolucién:

- Se determina si la diferencia entre cada dos términos consecutivos es la misma:
5-7=-2;3-5=-2;1-3=-2;-1-1=-2; ...

Es una progresién aritmética de diferenciad = -2.

@& iEs1, 3— 2 E 3 E ... Una progresidn aritmeética?
2 2 2
Resolucion:
3 1 g 1 31
—=1== 3-=—=— - =
2 2 2 2 2 2
%—3:% %—2:% Mo esuna progresidn aritmética.

Término general de una progresién aritmética

La formula del término general de una progresion aritmética (apy) se encuentra sin mas que
observar que:

ap=a +d

a3=ap+d=(a]+d)+d=a] +2d
ag=a3+d=(a] +2d)+d=a] +3d
ag=a4+d=(a] +3d)+d=aq] +4d

Nétese que en todos los casos el término correspondiente es la suma de dos cantidades:

- La primera es siempre a]



- La segunda es el producto (n-1)d .
an=al +(n-1)d

- Si la diferencia de una progresioén aritmética es positiva, la progresion es creciente; es
decir cada término es mayor que el anterior.

+ Si la diferencia de una progresion aritmética es cero, la progresién es constante, es
decir, tiene todos sus términos iguales.

- Si la diferencia de una progresion aritmética es negativa, la progresion es decreciente,
es decir, cada término es menor que el anterior.

Ejercicio: célculo del término general de una progresion aritmética

A Sealasucesion 1, 3,5, 7, 9, ... ¢, Cudl es su término general?
Resolucion:

Se trata de una progresion aritmética de diferencia d = 2 y primer término a] = 1. El
término general es, por tanto:

an=1+(M-1)-2=2n-1
C Calcular a qué altura sobre el suelo se encuentra una persona que vive en un 6.0 piso,
sabiendo que los bajos del edificio tienen una altura de 4 m y que entre cada dos pisos

consecutivos hay un desnivel de 2,8 m.

Resolucién:

Es claro que si se considera la sucesion de las alturas de los pisos, la diferencia entre
cada vivienda y la anterior es constante e igual a 2,8 m.

Asi pues, se esta en el caso de una progresion aritmética en la que el primer término  es
4 (altura a la que se encuentra el primer piso) y la diferencia es 2,8.

El problema se resuelve calculando el término 6.0
an=4+(Mn-1)-238

ag=4+(6-1)-28=18

Términos equidistantes de una progresion aritmética

El interés de las progresiones aritméticas no acaba en el célculo del término general.
Estudiando mas detalladamente algunos modelos de progresiones aritméticas, se pueden
deducir propiedades de enorme interés:



En cada uno de estos tres modelos se han elegido al azar dos parejas distintas de
términos, de forma que la suma de los subindices es igual en ambos casos. Sumando el
valor de los términos en cada una de las dos parejas, se observa que los resultados
coinciden.

Esto conduce a la pregunta de si, elegidas cualesquiera dos parejas de términos cuyas
sumas de subindices coincidan, también coincidiran las sumas de sus términos
correspondientes.

Dicho en lenguaje matematico, cabe preguntarse si sera cierto que el hecho de
serr+s=u+yV, se desprende laigualdad ar + ag = ay + ay.

La respuesta es afirmativa, y este resultado se conoce con el nombre de propiedad de los
términos equidistantes de una progresion aritmética.

- Propiedad: Si an es una progresion aritmética de diferenciad y r + s = u + v, entonces

ar+a5=au+av.

Demostracion:

ae=atir-Nd ag=a+iu-Nd
gg=a+(s-Nd ay =+ w-Nd
Fptaz-2darir+s-Ad aytay =Zdariu+rv-2d

Estos dos resultados son iguales por serr+s=u + v.

Ejercicio: célculo de términos equidistantes en una progresion aritmética

A\ En una progresion artimética se sabe que al =-2,a32 =91, a1 6 = 43. Encontrar

a_‘|_7.
Resolucién:

Puesto que 1 + 32 = 16 + 17 = 33, por la propiedad de los términos equidistantes,

al +a32=al6+aly
2+91=43+a]7 b a]7 =46

Interpolacién de medios aritméticos
Interpolar (de inter , entre y polos, ejes) n nimeros entre otros dos conocidos a 'y b;
consiste en construir una progresion aritmeética a, aj, a2, ..., an, b.

Para resolver este problema basta con conocer la diferencia que ha de tener la progresion,
la cual se deduce sin mas que tener en cuenta dos cosas:

1) La sucesion tiene n + 2 términos

2) El primer término es ay el término ap 4+ 2 esb.



Aplicando la formula del término general de una progresién aritmética, se tiene que:
b=a+[n+2)-1]-d,

bh-a

o=
e+

Una vez conocido el valor de la diferencia, a] se obtiene como lasumadeayd;a esla
sumade aj y d, y asi sucesivamente.

Los nimeros a], a2, ..., an reciben el nombre de medios aritméticos.

Ejercicio: interpolacion de medios aritméticos

A Interpolar cinco medios aritméticos entre -18 y 25.

Resolucién:

- La progresion es: -18, a], a2, a3, a4, a5, 25.

+ Aplicando la formula obtenida con a = -18 y b = 25.
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La progresion aritmética que se buscaba es:

-B5 11 7 32 07
-8, — =, =, =, — .45
TR T3 3 3 R

Sumade términos consecutivos de una progresiéon aritmética
Se denotara por Sp alasumaaj +a2 +..+an

Se tiene entonces:



Sn=aj+ta2+a3d+..+tan-2+an-1+an
Invirtiendo el orden,
Sn=antan-l1+tan-2+..+ra3+az+aj
y sumando,
2Spn=(@1+a2)+@2+an-1)+..+(@n -1 +a2)+(@n+ajq)
Ahora bien, por la propiedad de los términos equidistantes se sabe que:
al+tan=a2+an-1=a3+an-2=..=an+aj

Por tanto, 2 - Sp = n(a] + an), y despejando:

_atay,
s, =
" 2

N

Esta formula no sélo sirve para sumar los primeros términos de una progresion aritmética
sino para sumar cualesquiera n términos consecutivos.

Para sumar, por ejemplo, af + ag ... + a83, es necesario constatar que hay
(83 - 4 =79) 79 términos (faltan los cuatro primeros).

La suma es:

A5t &
-7
2

Es muy conocida la anécdota segun la cual a Carl Frederich Gauss (1777-1855), cuando
contaba con diez afios de edad, le propusieron en la escuela primaria de su aldea natal
gue sumara los 100 primeros nimeros naturales. Ante el asombro del profesor, apenas
éste habia acabado de dictar el problema, Gauss dio la solucién: 5 050.

Lo que este insigne matemético observé fue que la suma 1 + 100 era igual a

2+ 99, igual a 3 + 98, ... etc. es decir, sblo tuvo que darse cuenta de que contaba con 50
parejas de nimeros, cada una de las cuales sumaba 101. Asi, se limité a multiplicar: 50 -
101 =5 050.

Ejercicio: suma de términos de una progresién aritmética

A Sumar los veinte primeros términos de la progresion:
-5, 4,13, 22, 31, 40

Resolucién:



.
o5y - zam'd

- La diferenciaesd =9
a0 =-5+(20-1)-9
a0 =-5+19-9=166

-SZI:I :ﬂzu =1R/10

C Dada la progresion aritmética 8, 3, -2, -7, -12, ..., sumar los términos comprendidos

entre a4 y a36.

Resolucion:

* La diferenciaesd = -5.

aQ4 =8+ 23 - (-5) = -107

a36 =8+ 35 (-5) =-167

Entre ambos hay 36 - 23 = 13 términos.

(1200 + (-167)

13 = -1781
2

La suma pedida es 55 =

E ¢ Cuantos términos de la progresion -11, -4, 3, 10, ... hay que tomar para que su suma
sea 5707

Resolucion:
Se sabe que:

al =-11,d=7,an=-11+(n-1)7=7n- 18y Sp = 570.

Se ha de calcular n:
570 = '11+?”'1B.n
2
1140 = 7n2 -29n

7n2 -29n-1140=0

Se resuelve la ecuacion de 2.° grado:



_ 29+ JBAT+37920 29+ 2 7ET _29:181_— 15

n_ =

14 14 14 = 5

Coma » ha de ser entero y positivo = no puede ser la solucidn, luega =154

PROGRESIONES GEOMETRICAS (1)

Una progresién geométrica es una sucesion en la que cada elemento se obtiene
multiplicando el anterior por un ndmero fijo llamado razén, y que se representara por la
letrar .

Asi, si (an) es una progresion geomeétrica, se verifica

an=an-1-r

Ejercicio: como reconocer una progresion geométrica

Para asegurarse de que una sucesién es una progresion geométrica se ha de comprobar
gue el cociente entre cada término y su anterior es siempre el mismo. Ademas esta
comprobacién elemental determina el valor de esta razén de la progresion.

A ¢Es 5, 15, 45, 135, 405 ... una progresion geométrica?
Resolucion:

'? = % = % = % = 3. Es una pragresidn geamé trica de razan 3.

1T 1 1 . o
—— una progresion geamétrica?

2 ;Esla sucesidn 25, -5, 1, " Tom

Resolucién:

“m 125 5

Término general de una progresion geométrica
La formula del término general de una progresion geométrica (ap)) se encuentra sin mas

gue observar que:



ag=aj-r
a3=a2-r=(a_‘|_-r)-r=a_‘|_-r2
at4=613-r=(a_‘|_-r2)-r=a_‘|_-r3

a5=a4-r=(a_‘|_-r3)-r=a_‘|_-r4

Nétese que, en todos los casos, el término correspondiente es el producto de dos
cantidades:

- La primera es siempre a]

- La segunda es una potencia de base r y exponente un cierto nimero, que se obtiene
restando una unidad al subindice.

En definitiva, la expresion del término general es:
an=aj- -1

+ Si la razon de una progresién geométrica es mayor que uno, la progresién es creciente,
es decir, cada término es mayor que el anterior.

* Si la razon de una progresién geométrica estad comprendida entre cero y uno, la
progresion es decreciente, es decir, cada término es menor que el anterior.

+ Si larazon de una progresién geométrica es igual a uno, la progresion es constante, es
decir, tiene todos los términos iguales.

+ Si la razon de una progresién geomeétrica es menor que cero, la progresion es alterna, es
decir, sus términos son alternativamente positivos y negativos.

Ejercicio: célculo del término general de una progresion geométrica

A Lo
(I Calcular el té rmino general de la progresidn 7 1,3, 9, ..
Resolucion:
+ Se trata de una progresién geométrica de razon r = 3 y primer término

1
El término general es, por tanto:

ay==-3""



an=3n_2

C ¢ Cudl es el término general de la progresion -1, 2, -4, 8, -16, ...?

Resolucién:

* Es una progresion geomeétrica en la que el primer término a] vale -1, y la razon es:

+ Su término general es, pues:
an =-1. (_2)n = 1

Este tipo de progresiones geométricas recibe el nombre de progresion geométrica
alternada.

Nétese la similitud que hasta el momento se da entre las progresiones aritméticas y las
geométricas. Se seguiran comprobando todas las propiedades, sin mas que cambiar
sumas por productos.

Términos equidistantes de una progresién geométrica

La analogia observada hasta ahora conduce a la pregunta de si, elegidas cualesquiera dos
parejas de términos cuyas sumas de subindices coincidan, también coincidiran los
productos de sus términos correspondientes.

Dicho en lenguaje matematico, cabe preguntarse si sera cierto que del hecho de
ser t+s=u+v, se desprende la igualdad at - ag = ayj - ay.

La respuesta es afirmativa, y este resultado se conoce con el nombre de propiedad de los
términos equidistantes de una progresion geométrica.

- Propiedad: Si en una progresion geométricat+ s =u + v, entonces at - ag = a - ay

Demostracion:

a=a a=a
as=a|-rs_1 a.,=a|-r"r_1
PR alz_l,,t+s—2 By Gy = 312 _ru+v—2

Al sert+ s =u + v, estas dos expresiones coinciden.

Ejercicio: célculo de términos de una progresién geométrica

A Encontrar el término a] de una progresion geométrica de la que se sabe que:



Resolucién:

* Puestoque 3+9=1+11=12,

aj-ag=aj-ajlj]
L
g1 '729

LI I )

5 “'723 3
al=81

Interpolacién de medios geométricos
Interpolar n medios geométricos entre otros dos conocidos a y b, consiste en construir una

progresion geométrica a, aj, a2, ..., an, b.

Para resolver este problema basta con conocer la razén que ha de tener la progresion, la
cual se deduce sin mas que tener en cuenta dos cosas:

1) La sucesion tiene n + 2 términos.
2) El primer términoesayeln+ 2esh.

Aplicando la formula del término general de una progresién geométrica se tiene que:

b=a-rn+2'1,dedonde

rn+1 :E. r:n+{/§
3 L

Una vez conocido el valor de la razon, a] se obtiene como el producto de r por a; a2 es
el producto de a] por r, y asi sucesivamente.

Ejercicio: interpolacion de medios geométricos

A Interpolar cuatro medios geométricos entre 128 y 4.

Resolucion:
- La progresion es 128, aq, a2, a3, a4, 4.

Aplicando la formula obtenida cona= 128y b = 4:



b T T
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La progresion geométrica que se buscaba es:
128, 64, 32, 16, 8, 4, ...
C Interpolar tres medios geométricos entre 3y 48.

Resolucién:

* Aplicando la formula:
r:4§:ﬁ:424 =+

Recuérdese que una raiz de indice par tiene dos soluciones, una positiva y una negativa.
Asi pues, en este caso, hay dos posibilidades.

+ Sir=2, laprogresion es 3, 6, 12, 24, 48, ...

Sir = -2, la progresion es: 3, -6, 12, -24, 48, ...

Producto de términos consecutivos de una progresion geométrica
Continuando con la analogia observada, se encuentra la férmula del producto de términos
de una progresién geométrica.

Se denotara por Ppy al producto aj - a2 - ... - an.

Se tiene entonces:
Pn =aj-a2-a3..an- 2 an -1-2an
Invirtiendo el orden Pn =anan -12an -2..a3 -a2-aj

y multiplicando Pn 2= (@1 -an)@2-an -1).-(@n -1 -a2)an-al)

Ahora bien, por la propiedad de los términos equidistantes se sabe que:



al-an =a2an- l1=a3an- 2=-.=an -al

Por tanto Pp 2 - (@1 -an )n y despejando:

— n
Fp = tafla - ap)
Para determinar el signo, ha de estudiarse cada caso concreto.

Esta formula no sélo sirve para multiplicar los primeros términos de una progresion
geométrica, sino que también es valida para multiplicar cualesquiera n términos
consecutivos, al igual que se hace en las progresiones aritméticas.

Ejercicio: célculo del producto de términos consecutivos de una progresion
geométrica

Resolucién:

 Es una progresion geométrica de razén r = 2

20
org = fia a) 2 :[21_4_215] % - 21110 = 510

Para poder escribir dicho niumero serian necesarias 34 cifras, lo que da idea de la gran
velocidad de crecimiento que tienen las progresiones geométricas.

C Calcular el producto de los siete primeros términos de la progresion
1,-2,4,-8, ..

Resolucién:

+ Es una progresiéon geométrica de razonr = -2
. an = 1(_2)n = 1' a? = 1(-2)6 =64

of = 21 By = £ 27 = 122

Para determinar el signo, obsérvese que hay tres términos negativos y al ser este nimero
impar, el producto de todos ellos es negativo.

Asi pues, P7 = 221

Suma de varios términos consecutivos de una progresion geométrica
Se denotara por Spy a la suma de n términos consecutivos de una progresion

geométrica:



Sn =aj+a2+..+an -1+an

Para obtener una férmula que permita hacer este calculo de un modo rapido, se multiplican
ambos miembros de la igualdad por la razén:

Sn 'r=(@]1+a2+..+an -1+an )-r
Sn r=al] r+a2r+..+tan -1 r+an T,

y teniendo en cuenta que al multiplicar un término por la razén se obtiene el término
siguiente,

Sn r =a2+a3+..+an +an -r

Restando ahora a esta igualdad la primera:

Sn r =a2 +a3+..+an +an -r

Sn =aj+a2+..+an -1+an
Y0¥ Y0Y0Y0YaY0Y0Y2YaYsY2YaYaYaYa
Sn 'r -Spn =-altan -r

Sn (r -1)=an -r-aj
Despejando Sp,

-Gt

g
" r=1

Esta formula que da la suma de n términos consecutivos de una progresion geométrica

tiene otra version igualmente (til si se expresa el término general app como aj - - 1:

g @ o _ar ca & v -
r = r- r -

A Sumar los quince primeros de la progresion geométrica 3/2, 9/2, 27/2 ...

Resolucién:

ra| D
o] L
1
[Wh]

®ltilizand o la segunda farmula, basta calcular la razdn: r =



C Sabiendo que 3 es el primer término de una progresion geométrica y 1 875 el quinto,
calcular la suma de esos cinco términos.

Resolucién:

. a5=1875=3-54=a_‘|_-r4b r4=54b r=4+5

. 57 -1 3124
®Sir=5 S =3 =3 =2 343
REATE R 1
_ (-51° -1 __ -312B
Sir=-5 S =3 =3 = 1563
hr=5 % 51 5

E Sumar los términos comprendidos entre el tercero y el vigésimo lugar de la

progresion geométrica 8, 4, 2, 1, e

Resolucién:

-

Sumade todos los términos de una progresion geométrica ilimitada decreciente

Una progresién geométrica es decreciente (cada término es menor que el anterior),

cuando su razon estd comprendida entre cero v uno. La progresion 8, 4,2, 1, g

. . Lo
Bs Una progresidn decreciente de razdn ok

La relevancia de este apartado es que se trata de sumar todos los términos de la
progresién y no una parte de ellos. Obsérvese que en el caso de una progresion creciente
(cada término mayor que el anterior), la suma de todos los términos de la misma sera
infinito, independientemente del valor de los términos. No ocurre asi para el caso de
progresiones decrecientes.

Partiendo de la formula




donde r es un nimero comprendido entre cero y uno y n el nimero de términos de la

progresion (infinito), la potencia N es una cantidad tan pequefia (tiende a cero), que se
puede despreciar. Recuérdese que el resultado de una potencia cuya base esta
comprendida entre cero y uno va disminuyendo a medida que aumenta el exponente.

Se tiene entonces:

o-1
S= PR
= s
_ "
="
r-1
o bien
_ A
="
1-¢

PROGRESIONES GEOMETRICAS (1)

Coémo se suman los términos de una proqgresion geométrica de razén
-1<r<1

Si r es un nimero mayor que -1y menor que 1, r'! se aproxima tanto mas a cero cuanto

mas grande sea n; matematicamente esto se expresa diciendo que 1 tiende a cero.

Obsérvese como, por ejemplo, (1/2)2 =1/4=0,25
/23 = 1/8 = 0,125
w2)4 = 1/16 = 0,0625

(1/2)20 =1/1048576 = 0,0000009

Y deigual modo  (-1/2)2 = 1/4 = 0,25
(-1/2)3 = 1/8 = -0,125
124 = 1/16 = 0,0625

(-1/2)20 =1/1048576 = 0,0000009

Ejercicio: suma de infinitos términos de una progresion geométrica (|r |< 1)

A Calcular la suma de todos los términos de la progresion: 0,3; 0,15; 0,075;...



Resolucién:

+ Se trata de una progresién geométrica decreciente cuyo primer término

0,15
03 in — =04
es 0.3 yrazan 03 ,

C Sumar todos los términos de la progresion geométrica -7, 7/3, -7/9, 7/27...

Resolucién:
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E En un tridngulo equilatero de 6 metros de lado, se unen los puntos medios de sus lados,
obteniéndose asi otro triangulo inscrito en el primero. Este proceso se repite
indefinidamente. Calcular la suma de las areas de todos los triangulos formados.

Resolucién:

+ Se trata aqui de sumar todos los términos de una progresion geométrica ilimitada cuya
razén es menor que uno, puesto que las areas de los triangulos que se van formando son
cada vez menores.

+ El primer término de la progresién sera el area del primer triangulo:

b b, siendo b= B2 -3% = 27 =5196= & =15 588

B =

31:

. 1 : - 1 .
® 3 razdn es T puesta que el area del segunda tria ngula es 7 del drea del

primero.
1.0 3
- — 3 —-—= =
239377
®Aplicando la fdrmula de la suma: S = % = ﬂ =20754
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N Dado un circulo de radio r, se construye un segundo circulo cuyo didametro sea el radio
del anterior, un tercero cuyo didmetro sea el radio del segundo y asi sucesivamente. ¢, Cuél
sera la suma de las &reas de todos los circulos asi formados?

Resolucién:



+ Como en el caso anterior, se trata de sumar todos los términos de la progresion
geométrica que forman las &reas de los circulos.

+ Se observa que se trata de una progresion geométrica decreciente de

.1
razan 7 sienda, porlotanto, su suma:

Entre las progresiones aritméticas y las geométricas se pueden apreciar notables
diferencias. Estas Ultimas «crecen» mucho mas deprisa (si la razon es mayor que la
unidad) que las progresiones aritméticas; o «decrecen» de manera tan vertiginosa que
incluso es posible sumar una cantidad infinita de nimeros y obtener un resultado tan
inesperado como sorprendentemente pequefio, cuando la razén, en valor absoluto, es
menor que la unidad, como ya se ha visto.

Sirva como ilustracion de cuanto se acaba de decir, la siguiente situacion:

Piénsese en dos personas (de economias solventes) que acuerdan que uno dara al otro
dos millones de pesetas el primer dia de mes; cuatro millones al dia siguiente; seis el
tercero, y asi, sumando dos millones diarios hasta completar el mes. Simultdneamente, el
segundo dara al primero una peseta el primer dia; dos pesetas, el segundo; cuatro, el
tercero, y asi sucesivamente, duplicando la cantidad del dia anterior, hasta cumplir el plazo
asignado de treinta dias. ¢ Quién obtendra mayores beneficios?

El primero, la Ultima jornada desembolsa
a3(0 =2+ (30-1)2=60; 60 millones

Entodo el mes tiene un gasto de Sgp = #-SD = 530; 930 millanes.

Por su parte, el otro amigo aporta (1 +2 +4 + ... + 229) pesetas. Sin mas que hacer uso
de la formula de la suma de los términos de una progresion geométrica, se tiene que la
cantidad es:

30

pesetas, es decir, {1073 741 823 pesetas!

De otro lado, los niumeros a que dan lugar las progresiones geométricas serian
sencillamente increibles (de hecho, son increibles para muchas personas) a poco que se
dudase de la exactitud de las mateméticas.



Piénsese en un folio de 1/20 mm de espesor; es decir, veinte folios bien prensados
tendrian un grosor de 1 mm. Si se dobla el papel por su mitad; se vuelve a doblar otra vez
por la mitad, y se continlia este proceso hasta repetirlo 50 veces, ¢ qué grosor tendria el
trozo de papel resultante?

Es claro que en la quincuagésima operacion de plegado, se tendria un grosor de

250 veces el espesor inicial, es decir,
250/20 mm; o también,

250/200 cm; o bien,

250/20000 m; 0 mejor aun,
250/2000000 km.

Haciendo las oportunas operaciones; resulta que el grosor del tan citado papel es de
ii56 295 500 km!!

Comparese este dato con la distancia media de la Tierra a la Luna, que es de
385 000 km.



